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Abstract Flexure and extension of ice shelves in response to incident ocean surface gravity waves have
been linked to iceberg calving, rift growth, and even disintegration of ice shelves. Most modeling studies uti-
lize a plate bending model for the ice, focusing exclusively on flexural gravity waves. Ross Ice Shelf seismic
data shownot only flexural gravity waves, with dominantly vertical displacements, but also extensional Lamb
waves, which propagatemuch fasterwith dominantly horizontal displacements. Our objective is tomodel the
full-wave responseof ice shelves, including ocean compressibility, ice elasticity, and gravity. Ourmodel is a 2D
vertical cross-section of the ice shelf and sub-shelf ocean cavity. We quantify the frequency-dependent exci-
tation of flexural gravity and extensional Lambwaves and provide a quantitative theory for extensional Lamb
wave generationby the horizontal force impartedbypressure changes on the vertical ice shelf edge exertedby
gravity waves. Our model predicts a horizontal to vertical displacement ratio that increases with decreasing
frequency, with ratio equal to unity at ∼0.001 Hz. Furthermore, in the very long period band (< 0.003 Hz),
tilt from flexural gravity waves provides an order of magnitude larger contribution to seismometer horizontal
components than horizontal displacements from extensional Lamb waves.

Non-technical summary In the past three decades, we have seen ice shelves catastrophically
weaken and break apart. In some cases, large calving events or ice shelf disintegration is correlated with the
arrival of ocean waves and tsunamis. This has prompted the deployment of seismometers on ice shelves to
study the ice shelf response to ocean wave impacts. Ocean waves convert to several other wavemodes in the
ice shelf and ocean layer beneath the ice shelf. In our study, we present computer simulations of the ocean
and ice shelf system toquantify thewavemotionswithin andon the surfaceof the ice shelf, therebypermitting
comparison to seismic data. Our results help guide interpretation of seismic data and in understandingwhich
wave modes are most likely to contribute to calving and fracture of ice shelves.

1 Introduction

Ice shelf stability and strength play an important role in
understanding and predicting sea level rise (Bromwich
and Nicolas, 2010). Ice shelves buttress ice sheets and
following ice shelf collapse, ice streams have been ob-
served to accelerate (Dupont and Alley, 2005; Pritchard
et al., 2012). In the past three decades, we have seen ice
shelves catastrophically weaken and break apart (Rott
et al., 1996; De Angelis and Skvarca, 2003; Scambos
et al., 2004; Brunt et al., 2011; Banwell et al., 2017; Mas-
som et al., 2018). As the climate continues to warm,
thinning and collapse of ice shelves is likely to occur at
a more rapid rate.
Weakening of ice shelves has been associated with

wave-induced flexure (Holdsworth and Glynn, 1978) as
well as basal and surface melting (Paolo et al., 2015).
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Basal melting is facilitated through influx (into the sub-
ice shelf cavity) of warm seasonal seawater and circum-
polar deepwater (Walker et al., 2008; Rignot et al., 2013).
During the summermonths, surfacemelting increases,
creating supraglacial lakes, further thinning the ice
shelves and possibly contributing to hydro-fracturing
into the ice shelf (Banwell et al., 2013).
Melting and thinning weaken ice shelves, but what

creates fractures and finally triggers the collapse of ice
shelves is poorly determined. Possible processes in-
clude ocean surface gravity wave forcing (Holdsworth
and Glynn, 1978; Bromirski et al., 2010; Brunt et al.,
2011; Banwell et al., 2017; Massom et al., 2018). In-
cident ocean waves are partially transmitted into the
ice shelf as flexural gravity waves (similar to ocean sur-
face gravity waves but with additional inertia and elas-
tic resistance to bending from the ice) and other elas-
tic waves bearing more similarity to traditional seismic
waves. The ability of waves to transmit through the ice
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�ø��� �-�"�$� �)�&�*�Ú�§�¥�¦�¬�Ü�����5�#�$�(��� �/�*�1 � �/ ���'�Ù�Ú�§�¥�§�§�ù�Ù �	�*�2� �1� �-�Ú
�0�.� �*�! �� ��� �)���$�)�" �+�'���/� �(�*��� �' �!�*�- �/�#� �$��� �.�#� �'�! �+�-� ���'�0��� �.
�.�/�0���4 �*�! � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �. ���)�� �*�/�#� �- �$��� �.�#� �'�!
�2���1� �(�*��� �.�Ù

���0�- �*���%� ���/�$�1� �$�. �/�* �(�*��� �' �/�#� �!�0�'�'�ð�2���1� �-� �.�+�*�)�.� �*�!
�$��� �.�#� �'�1� �.�Ú �$�)���'�0���$�)�" �*��� ���) ���*�(�+�-� �.�.�$���$�'�$�/�4�Ú �$��� � �'���.�ð
�/�$���$�/�4 ���)�� �$�)� �-�/�$���Ú ���)�� �"�-���1�$�/�4�Ù ��� ���* �/�#�$�. �!�*�- �� �§�� �1� �-�ð
�/�$�����' ���-�*�.�.�ð�.� ���/�$�*�) �*�! �/�#� �$��� �.�#� �'�! ���)�� �.�0���ð�.�#� �'�! �*��� ���)
�����1�$�/�4�Ú ���*�0�+�'� �� �/�* ���) �*�+� �)�ð�2���/� �- �-� �"�$�*�)�Ù ���#� �$��� ���)��
�*��� ���) �*��� �4 �/�#� � �'���.�/�$�� ���)�� �����*�0�.�/�$�� �2���1� � �,�0���/�$�*�)�.�Ú �-� �ð
�.�+� ���/�$�1� �'�4�Ú ���)�� �"�-���1�$�/�4 �$�. ������� �� �0�.�$�)�" ���) � �3�/� �)�.�$�*�) �*�! �/�#� 
�!�0�'�'�4 ���*�0�+�'� �� �(� �/�#�*�� �$�)�/�-�*���0��� �� ���4�
�*�/�/�* ���)�� ���0�)�#���(
�ø�§�¥�¦�ª�ù�Ù ���#�$�. ���'�'�*�2�. �0�. �/�* �(�*��� �' � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �.
�$�) �������$�/�$�*�) �/�* �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ù �� �.�$�(�$�'���- �(�*��� �'
�2���. �0�/�$�'�$�5� �� ���4�����'�4���)���-���(���) � �/ ���'�Ù�ø�§�¥�§�¥�ù �/�* �.�/�0���4 �2���1� 
�-� �Ÿ� ���/�$�*�)���/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���)�� �-� �.�*�)���)��� �(�*��� �. �*�! �ž�)�$�/� 
�'� �)�"�/�# �$��� �.�#� �'�1� �.�Ù ���#� �4 �)�*�/� �/�#� � �3�$�.�/� �)��� �*�! � �3�/� �)�ð
�.�$�*�)���' �2���1� �-� �.�*�)���)��� �(�*��� �.�Ú ���0�/ ���* �)�*�/ �+� �-�!�*�-�( �� �.�4�.�ð
�/� �(���/�$�� �$�)�1� �.�/�$�"���/�$�*�) �*�! � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� � �3���$�/���ð
�/�$�*�) ���4 �$�)���$��� �)�/ �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ù ���#�$�. �$�. �/�#� �+�-�$�ð
�(���-�4 �!�*���0�. �*�! �*�0�- �.�/�0���4 ���)�� �2� ���)�/�$���$�+���/� �-� �.�0�'�/�. �/�*
��� �*�! �0�.� �2�#� �) �$�)�/� �-�+�-� �/�$�)�" �����/�� �!�-�*�( �$��� �.�#� �'�1� �. ���)��
�0�)��� �-�.�/���)���$�)�" �2�#�$���# �2���1� �(�*��� �. �(�$�"�#�/ ���*�)�/�-�$���0�/� �/�*
�!�-�����/�0�-� ���)�� �����'�1�$�)�"�Ù

���0�- �+���+� �- �$�. �*�-�"���)�$�5� �� ���. �!�*�'�'�*�2�.�Ù ��� ��� �"�$�) �2�$�/�#
�� �.�/���/� �(� �)�/ �*�! �/�#� �(�*��� �' �ø�"�*�1� �-�)�$�)�" � �,�0���/�$�*�)�. ���)��
���*�0�)�����-�4���$�)�/� �-�!����� ���*�)���$�/�$�*�)�.�ù ���)�� �-� �1�$� �2 �*�! �-� �'� �1���)�/
�2���1� �(�*��� �. �!�*�- �*�+� �) �2���/� �- ���)�� �$��� �ð���*�1� �-� �� �2���/� �-�Ú �$�)
�/�#� �!�-� �,�0� �)���4 ���*�(���$�)�Ú �$�) �.� ���/�$�*�)�§�Ù ���#�$�. �+�-�*�1�$��� �.
�/�#� �(���/�#� �(���/�$�����' �����.�$�. �!�*�- �/�#� �-� �Ÿ� ���/�$�*�)���/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�)
���)���'�4�.�$�. �/�#���/ �*�����0�+�$� �. �/�#� �-� �(���$�)��� �- �*�! �/�#� �+���+� �-�Ù
���#�$�'� �/�#� �-� �Ÿ� ���/�$�*�)���/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) �+�-�*���'� �( �$�. ��� �.�/ �!�*�-�ð
�(�0�'���/� �� ���)�� ���)���'�4�5� �� �$�) �/�#� �!�-� �,�0� �)���4 ���*�(���$�)�Ú �2� 
�0�/�$�'�$�5� �� �/�$�(� �ð���*�(���$�) �ž�)�$�/� ���$�¡� �-� �)��� ���*��� �!�*�- �2���1� 
�+�-�*�+���"���/�$�*�) �/�* �+� �-�!�*�-�( �/�#� �-� �,�0�$�-� �� �)�0�(� �-�$�����' �.�$�(�0�'���ð
�/�$�*�)�.�Ù ���#�0�. �2� �(�0�.�/ �$�)�/�-�*���0��� �� �+�-�*��� ���0�-� �Ú ��� �.���-�$��� ��
�$�) �.� ���/�$�*�)� �̈Ú �/�* � �3�/�-�����/ �!�-� �,�0� �)���4�ð��� �+� �)��� �)�/ �-� �Ÿ� ���/�$�*�)���ð
�/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/�. �!�-�*�( �*�0�- �/�$�(� �ð���*�(���$�) �.�$�(�ð
�0�'���/�$�*�)�.�Ù ���#� �-� �Ÿ� ���/�$�*�)���/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/�. ���-� 
���'�.�* ��� �ž�)� �� �$�) �/�#�$�. �.� ���/�$�*�)�Ù ��� �1� �-�$�!�4 �/�#�$�. �+�-�*��� ���0�-� 
���"���$�)�.�/ �&�)�*�2�) �-� �.�0�'�/�. �!�*�- �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �+�-�*�+���ð
�"���/�$�*�) �����-�*�.�. �� �.�/� �+ ���#���)�"� �$�) �2���/� �- ��� �+�/�# �ø�.� ���/�$�*�)�©�ù�Ù
���#� �) �2� �+�-�*��� � �� �/�* �.�/�0���4 �2���1� �-� �Ÿ� ���/�$�*�)���/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�)
�!�-�*�( ���) �$��� �.�#� �'�! �ø�.� ���/�$�*�)�ª�ù�Ú �2�#�$���# ���*�)�/���$�)�. �/�#� �)�*�1� �'
���*�)�/�-�$���0�/�$�*�)�. �*�! �*�0�- �.�/�0���4�Ù

�µ ���*��� �' ���)�� �2���1� �(�*��� �.

��� �.�/�0���4 �2���1� �+�-�*�+���"���/�$�*�) �$�) �� �§�� �1� �-�/�$�����' ���-�*�.�.�ð
�.� ���/�$�*�) �*�! �/�#� �$��� �.�#� �'�! ���)�� �.�0���ð�.�#� �'�! �*��� ���) �����1�$�/�4�Ú ���*�)�ð
�)� ���/� �� �/�* ���) �*�+� �)�ð�2���/� �- �-� �"�$�*�) �ø���$�"�0�-� �¦���ù�Ù ��� �0�.� ��
���*�*�-���$�)���/� �.�4�.�/� �( �$�) �2�#�$���#x �$�. �#�*�-�$�5�*�)�/���' ���)��z �$�. �1� �-�/�$�ð
�����'�Ú �+�*�.�$�/�$�1� �0�+ �2�$�/�# �/�#� �.� �� �.�0�-�!����� ���/z = 0 ���)�� �.� ���Ÿ�*�*�-
���/ z = � H1�Ù ���) �$�)���$��� �)�/ �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �$�. �$�(�ð

�µ �����
�����
���� � �1�*�'�0�(� �µ�é�´ � �µ�³�µ�¶



�����
�����
���� � ���������������	 �������
���
�� � ���3���$�/���/�$�*�) �*�! ���'� �3�0�-���' ���-���1�$�/�4 ���)�� ���3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �����1� �.

�+�*�.� �� �$�) �/�#� �*�+� �)�ð�2���/� �- �-� �"�$�*�) �øx < 0�ù ���)�� ���-�-�$�1� �. ���/
�/�#� �$��� �.�#� �'�! � ���"� �øx = 0 �ù�Ú �2�#� �-� �$�/ �$�. ���*�/�# �-� �Ÿ� ���/� �� ���)��
�/�-���)�.�(�$�/�/� �� �$�)�/�* �/�#� �$��� �.�#� �'�! ���)�� �.�0���ð�.�#� �'�! �����1�$�/�4�Ù �
�) �/�#� 
�*�+� �) �2���/� �- �øx < 0�ù �/�#� �2���/� �- ��� �+�/�# �$�.H1�Ù ���*�-x > 0�Ú ���)
�$��� �.�#� �'�! �*�! �/�#�$���&�)� �.�.H i �Ÿ�*���/�. �*�) �/�#� �2���/� �-�Ù ���$�1� �) �/�#� 
�$��� ���)�� �2���/� �- ��� �)�.�$�/�$� �.�Ú� i ���)�� � w �Ú �-� �.�+� ���/�$�1� �'�4�Ú �#�4���-�*�ð
�.�/���/�$�� �����'���)��� �-� �,�0�$�-� �. �/�#� �2���/� �- ��� �+�/�# �$�) �/�#� �.�0���ð�.�#� �'�!
�����1�$�/�4 �/�* ��� H2 = H1 � (� i =� w )H i �Ù ���#� �/�*�+ �*�! �/�#� �$��� 
�.�#� �'�! �$�. �'�*�����/� �� ���/z = (1 � � i =� w )H i �Ù ���#� �$��� �ð�2���/� �- �$�)�/� �-�ð
�!����� �$�. �'�*�����/� ��z = � (� i =� w )H i ���)�� �/�#� �.�0���ð�.�#� �'�! �*��� ���)
�����1�$�/�4 � �3�/� �)���. �/�*z = � H1�Ù ���#� �) ��� �-�$�1�$�)�" ���$�.�+� �-�.�$�*�)
�-� �'���/�$�*�)�. �$�)�1�*�'�1�$�)�" �/�#� �$��� �Ú �$�/ �$�. ���*�)�1� �)�$� �)�/ �/�* �$�)�/�-�*���0��� 
�/�#� �#���'�!�ð�/�#�$���&�)� �.�.h = H i =2�Ù

���$�"�0�-� �´���� ���) �$�)���$��� �)�/ �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �ê �+�-�*�+���"���/�ÿ
�$�)�" �/�* �/�#� �-�$�"�#�/�ê �-� �����#� �. �/�#� �$��� �.�#� �'�! � ���"� ���/x = 0 �ê ���-� �ÿ
���/�$�)�" �-� �!�'� ���/� �� �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. ���)�� �/�-���)�.�(�$�/�/� �� �!�'� �3�0�ÿ
�-���' �"�-���1�$�/�4 ���)�� � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �.�é ���#� �$��� �.�#� �'�! �$�. �*�!
�/�#�$���&�)� �.�.H i ���)�� �/�#� �*��� ���) �$�. �*�! ��� �+�/�#H1 �$�) �*�+� �) �2���/� �-
���)�� H2 ��� �)� ���/�# �/�#� �.�#� �'�!�é ���� ���/� �+ ���#���)�"� �$�) �2���/� �- ��� �+�/�#
���/ x = 0 �/�#���/ �����0�.� �. �-� �!�'� ���/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) �*�! �.�0�-�ÿ
�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�ê �0�.� �� �/�* �1� �-�$�!�4 �*�0�- �+�-�*��� ���0�-� �!�*�- �����'���0�ÿ
�'���/�$�)�" �!�-� �,�0� �)���4�ÿ��� �+� �)��� �)�/ �-� �!�'� ���/�$�*�)���/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �D�$�ÿ
���$� �)�/�. �!�-�*�( �/�$�(� �ÿ���*�(���$�) �.�$�(�0�'���/�$�*�)�.�é

���#� �$��� ���)�� ���*�(�+�-� �.�.�$���'� �*��� ���) �*��� �4 �/�#� � �'���.�/�$�� ���)��
�����*�0�.�/�$�� �2���1� � �,�0���/�$�*�)�.�Ú �-� �.�+� ���/�$�1� �'�4�Ú ���)�� �"�-���1�$�/�4 �$�.
������� �� �0�.�$�)�" ���) � �3�/� �)�.�$�*�) �*�! �/�#� �(� �/�#�*�� �$�)�/�-�*���0��� �� ���4
�
�*�/�/�* ���)�� ���0�)�#���(�ø�§�¥�¦�ª�ù�Ú �2�#�$���# ���.�.�0�(� �. �.�(���'�' �+� �-�/�0�-�ð
�����/�$�*�)�. �����*�0�/ ���) �$�)�$�/�$���' �#�4���-�*�.�/���/�$�� � �,�0�$�'�$���-�$�0�( �.�/���/� �$�)
�/�#� �2���/� �-�Ù

���#� �"�*�1� �-�)�$�)�" � �,�0���/�$�*�)�. �$�) �/�#� �2���/� �- ���-� 
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1

K w

@p
@t

+
@vx
@x

+
@vz
@z

= 0 ;

�*���/���$�)� �� ���4 ���*�(���$�)�$�)�" �/�#� �'�$�)� ���-�$�5� �� �(���.�. �����'���)��� 
�2�$�/�# �� �'�$�)� ���-�$�5� �� � �,�0���/�$�*�) �*�! �.�/���/� �Ü ���)�� �/�#� �(�*�(� �)�/�0�(
�����'���)��� � �,�0���/�$�*�)�.�Ú

���µ��� w
@vx
@t

+
@p
@x

= 0 ;

���)��
���¶��� w

@vz
@t

+
@p
@z

= 0 ;

�!�*�- �+���-�/�$���'� �1� �'�*���$�/�$� �.vi �Ú �+�-� �.�.�0�-� �+� �-�/�0�-�����/�$�*�)p�Ú ���0�'�&
�(�*���0�'�0�.K w �Ú ���)�� ��� �)�.�$�/�4� w �Ù ���#� �.�*�0�)�� �.�+� � �� �$�.c0 =p

K w =� w �Ù ���-���1�$�/�4 �����/�. ���. �� �-� �.�/�*�-�$�)�" �!�*�-��� �Ú � �)�/� �-�$�)�" �/�#� 
�*�+� �)�ð�2���/� �- �+�-�*���'� �( �*�)�'�4 �/�#�-�*�0�"�# �'�$�)� ���-�$�5���/�$�*�) �*�! �/�#� 
�!�-� � �.�0�-�!����� ���*�0�)�����-�4 ���*�)���$�/�$�*�)�Ú

���·��p � � w g� = 0 ; ���/x < 0�Úz = 0 �Ú

�2�#� �-� �2���1� �#� �$�"�#�/� �$�. �"�*�1� �-�)� �� ���4 �/�#� �'�$�)� ���-�$�5� �� �&�$�)� �ð
�(���/�$�� ���*�)���$�/�$�*�) �*�) �/�#� �.� �� �.�0�-�!����� �Ú

���¸��
@�
@t

= vz ; ���/x < 0�Úz = 0 :

���/ �/�#� ���*�/�/�*�( �*�! �/�#� �*��� ���)�Ú �2� ���.�.�0�(� �� �-�$�"�$�� �2���'�' ���*�)�ð
���$�/�$�*�)�Ú

���¹��vz = 0 ; ���/z = � H1�Ù

���#� �$��� �*��� �4�. �/�#� � �'���.�/�$�� �2���1� � �,�0���/�$�*�) �!�*�- ���)
�$�.�*�/�-�*�+�$�� �.�*�'�$�� �2�$�/�# �.�+���/�$���'�'�4 �0�)�$�!�*�-�( �(���/� �-�$���' �+�-�*�+� �-�ð
�/�$� �.�Û

� i
@2ux

@t2
= ( � + � )

�
@2ux

@x2
+

@2uz

@x@z

�
+ �

�
@2ux

@x2
+

@2ux

@z2

�
;

�ø�º��

� i
@2uz

@t2
= ( � + � )

�
@2ux

@x@z
+

@2uz

@z2

�
+ �

�
@2uz

@x2
+

@2uz

@z2

�
;

�ø�»��

�!�*�- �+���-�/�$���'� ���$�.�+�'����� �(� �)�/�.ui �Ú ��� �)�.�$�/�4� �Ú �
���(�� �+���-���(� �ð
�/� �-�.� ���)�� � �Ù ���#� ���.�.�*���$���/� �� ���ð ���)�� ���ð�2���1� �.�+� � ���. ���-� 
cp =

p
(� + 2 � )=� ���)�� cs =

p
�=� �Ú �-� �.�+� ���/�$�1� �'�4�Ù ���#� 

� �'���.�/�$�� �2���1� � �,�0���/�$�*�) �$�. ��� �-�$�1� �� �!�-�*�( �/�#� �(�*�(� �)�/�0�(
�����'���)��� � �,�0���/�$�*�)�Ú �	�*�*�&� �ç�. �'���2�Ú

���¼��� ij = �� kk � ij + 2 �� ij ;

�2�#� �-� � ij �$�. �/�#� ���-�*�)� ���&� �- ��� �'�/���Ú ���)�� �/�#� �.�/�-���$�)�ð
���$�.�+�'����� �(� �)�/ �-� �'���/�$�*�)�Ú

���´�³��� ij =
1
2

�
@ui
@xj

+
@uj
@xi

�
:

���#� �/�*�+ �*�! �/�#� �$��� �$�. �� �!�-� � �.�0�-�!����� �Ú

���´�´��

� xz = 0 ;

� zz = 0 ;

���/z = (1 � � i =� w )H i :

���/ �/�#� �$��� �ð�2���/� �- �$�)�/� �-�!����� ���'�*�)�" �/�#� �����.� �*�! �/�#� �$��� �.�#� �'�!�Ú
�2� �����'���)��� �/�-�����/�$�*�)�. ���)�� � �)�!�*�-��� ���*�)�/�$�)�0�$�/�4 �*�! �)�*�-�(���'
�1� �'�*���$�/�4�Û

� xz = 0 ; �ø�´�µ��

� � zz = p � � w g�; @�=@t= vz ; �ø�´�¶��

@uz=@t= vz ; ���/x > 0�Úz = � (� i =� w )H i ; �ø�´�·��

�2�#� �-� �ž� �'���. �*�) �/�#� �'� �  �.�$��� ���-� � �1���'�0���/� �� ���/ �/�#� ���*�/�ð
�/�*�( �*�! �/�#� �$��� ���)�� �ž� �'���. �*�) �/�#� �-�$�"�#�/ �.�$��� ���-� � �1���'�0���/� ��
���/ �/�#� �/�*�+ �*�! �/�#� �2���/� �-�Ù �	� �-� �/�#� �/�-� ���/�(� �)�/ �*�! �"�-���1�$�/�4 �$�)
�/�#� �2���/� �- �$�. �$��� �)�/�$�����' �/�* �/�#���/ �$�) �/�#� �*�+� �) �2���/� �- �-� �"�$�*�)�Ú
�2�$�/�#� ���"���$�) ��� �$�)�" �/�#� �1� �-�/�$�����' ���$�.�+�'����� �(� �)�/ ���/ �/�#� �/�*�+
�*�! �/�#� �2���/� �-�Ù ��� ���-� �/�#� �-� �!�*�-� �������*�0�)�/�$�)�" �!�*�- �+�-� �.�.�0�-� 

�¶ �����
�����
���� � �1�*�'�0�(� �µ�é�´ � �µ�³�µ�¶



�����
�����
���� � ���������������	 �������
���
�� � ���3���$�/���/�$�*�) �*�! ���'� �3�0�-���' ���-���1�$�/�4 ���)�� ���3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �����1� �.

���#���)�"� �. �$�) �-� �.�+�*�)�.� �/�* �+� �-�/�0�-�����/�$�*�)�. �����*�0�/ �/�#� �������&�ð
�"�-�*�0�)�� �#�4���-�*�.�/���/�$�� �.�/���/� �$�) �/�#� �2���/� �-�Ú ���0�/ �)� �"�'� ���/�$�)�"
�+�-� �.�/�-� �.�. �2�$�/�#�$�) �/�#� �$��� �Ù

���'�*�)�" �/�#� �.�0���(� �-�"� �� �+�*�-�/�$�*�) �*�! �/�#� �1� �-�/�$�����' �$��� �.�#� �'�!
� ���"� �Ú �2� ���"���$�) �����'���)��� �/�-�����/�$�*�)�. ���)�� � �)�!�*�-��� ���*�)�/�$�)�0�$�/�4
�*�! �)�*�-�(���' �1� �'�*���$�/�4�Û

� xz = 0 ; �ø�´�¸��

� � xx = p; �ø�´�¹��

@ux =@t= vx ; ���/x = 0 ; � (� i =� w )H i < z < 0: �ø�´�º��

���#� �+�*�-�/�$�*�) �*�! �/�#� �.�#� �'�! � ���"� �����*�1� �2���/� �- �$�. �� �!�-� � �.�0�-�ð
�!����� �Û

� xz = 0 ; �ø�´�»��

� xx = 0 ; ���/x = 0 ; 0 < z < (1 � � i =� w )H i : �ø�´�¼��

���0�- �"�*���' �$�. �/�* �.�/�0���4 �/�#� �-� �Ÿ� ���/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�)
�*�! �$�)���$��� �)�/ �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ù ��� �Ÿ� ���/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�ð
�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/�. �*�! �1���-�$�*�0�. �2���1� �(�*��� �. �����) ��� ��� �ð
�ž�)� �� �$�) �/� �-�(�. �*�! �/�#� ���(�+�'�$�/�0��� �*�! �+�-�*�+���"���/�$�)�" �+�'���)� 
�2���1� �.�*�'�0�/�$�*�)�. �$�) �/�#� �!�-� �,�0� �)���4 ���*�(���$�)�Ú �2�#�$���# ���-� 
��� �-�$�1� �� �$�) �/�#� �!�*�'�'�*�2�$�)�" �.� ���/�$�*�)�.�Ù �	�*�2� �1� �-�Ú �2� �2�$�'�'
� �3�/�-�����/ �/�#� �.� �-� �Ÿ� ���/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/�.
�!�-�*�( �/�$�(� �ð���*�(���$�) �.�$�(�0�'���/�$�*�)�. �0�.�$�)�" �� �+�-�*��� ���0�-� ��� �ð
�.���-�$��� �� �.�0���.� �,�0� �)�/�'�4 �ø�.� ���/�$�*�)� �̈ù�Ù

�µ�é�´ �����1� �(�*��� �. �$�) �*�+� �) �2���/� �-

��� �ž�-�.�/ ���*�)�.�$��� �- �/�#� �+�-�*���'� �( �*�! �2���1� �+�-�*�+���"���/�$�*�) �$�)
�*�+� �) �2���/� �-�Ù ��� �.�*�'�1� � �,�0���/�$�*�)�. �ø� �́ð�¶�ù �2�$�/�# ���*�0�)�����-�4
���*�)���$�/�$�*�)�. �ø�·�ð�¹�ù�Ú ���.�.�0�(�$�)�"ei (kx � !t ) ��� �+� �)��� �)��� �*�! ���'�'
�ž� �'���.�Ú �2�#� �-� k �$�. �/�#� �#�*�-�$�5�*�)�/���' �2���1� �)�0�(��� �- ���)��!
�$�. �/�#� ���)�"�0�'���- �!�-� �,�0� �)���4�Ù ���*�- �)�*�/���/�$�*�)���' �.�$�(�+�'�$���$�/�4�Ú
ei (kx � !t ) �$�. �$�(�+�'�$� �� ���)�� �2� ��� �)�*�/� �/�#� �2���/� �- ��� �+�/�# ���.
H �Ù ���#� �.�*�'�0�/�$�*�) �!�*�- �� �2���1� �*�! ���(�+�'�$�/�0��� A �ø�$�Ù� �Ù�Ú� =
Aei (kx � !t ) �ù �$�.

���µ�³��p =
A! 2� w

� sinh (�H )
cosh (� (z + H )) ;

���µ�´��vx = Ak!
cosh (� (z + H ))

� sinh (�H )
;

���µ�µ��vz = � iA!
sinh (� (z + H ))

sinh (H� )
;

�2�#� �-� 

���µ�¶��� =

s

k2 �
! 2

c2
0

;

���)�� ! ���)�� k ���-� �-� �'���/� �� ���4 �/�#� ���$�.�+� �-�.�$�*�) �-� �'���/�$�*�)

���µ�·��! 2 = g� tanh(H� ):

���#� �.�*�'�0�/�$�*�)�. �/�* �ø�µ�·�ù �$�)���'�0��� �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. �ø�2�$�/�#
�.�'�$�"�#�/ ���*�-�-� ���/�$�*�)�. ���0� �/�* �2���/� �- ���*�(�+�-� �.�.�$���$�'�$�/�4�ù ���)��
�����*�0�.�/�$�� �2���1� �. �ø�2�$�/�# �.�'�$�"�#�/ ���*�-�-� ���/�$�*�)�. ���0� �/�* �"�-���1�$�/�4�ù
���)�� �#���1� ��� ���$�.���0�.�.� �� �$�) �(���)�4 �+�-� �1�$�*�0�. �.�/�0���$� �. �ø��� �'�'�.�Ú
�¦�®�«�ª�Ü�����(���(�*�/�* �Ú�¦�®�­�§�Ü�
�*�/�/�* ���)�� ���0�)�#���(�Ú�§�¥�¦�ª�ù�Ù �
�)
�/�#�$�. �.�/�0���4�Ú �2� ���-� � �3���'�0�.�$�1� �'�4 �$�)�/� �-� �.�/� �� �$�) �/�#� �.�0�-�!����� 
�"�-���1�$�/�4 �2���1� �(�*��� �Ù

�µ�é�µ�����1� �(�*��� �. �$�) �$��� �ÿ���*�1� �-� �� �2���/� �-

�
�) ���+�+� �)���$�3�� �Ú �2� �.�*�'�1� �/�#� ���*�-�-� �.�+�*�)���$�)�" �+�-�*���'� �( �$�)
�$��� �ð���*�1� �-� �� �2���/� �-�Ù ���*�- �)�*�/���/�$�*�)���' �.�$�(�+�'�$���$�/�4�Ú �2� ��� �)�*�/� 
�/�#� �2���/� �- �'���4� �- �/�#�$���&�)� �.�. ���.H ���)�� �/�#� �$��� �/�#�$���&�)� �.�. ���.
2h�Ù ���#� ���$�.�+� �-�.�$�*�) �-� �'���/�$�*�) �$�.

���µ�¸��
!� w D0

� sinh(�H )
=

2� i c4
s

! 3pF
;

�2�#� �-� 
���µ�¹��D0 = cosh(�H ) �

g�
! 2 sinh(�H );

���µ�º��F =
sinh(�h ) sinh(�h )

DS
+

cosh(�h ) cosh(�h )
DA

;

���µ�»��
DS = 4k2�� sinh(�h ) cosh(�h )

�
�
k2 + � 2� 2

cosh(�h ) sinh(�h )

���µ�¼��
DA = 4k2�� cosh(�h ) sinh(�h )

�
�
k2 + � 2� 2

sinh(�h ) cosh(�h );

�2�$�/�#
���¶�³��� =

q
k2 � ! 2=c2

p;

���¶�´��� =
p

k2 � ! 2=c2
s :

���*�/� �/�#���/D0 = 0 �+�-�*�1�$��� �. �/�#� ���$�.�+� �-�.�$�*�) �-� �'���/�$�*�) �!�*�-
�.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. �$�) �*�+� �) �2���/� �-�Ú �"�$�1� �) �+�-� �1�$�*�0�.�'�4 ���.
�ø�µ�·�ù�Ù ���$�(�$�'���-�'�4�ÚDS = 0 ���)�� DA = 0 �+�-�*�1�$��� �/�#� ���$�.�+� �-�ð
�.�$�*�) �-� �'���/�$�*�)�. �!�*�- �.�4�(�(� �/�-�$�� ���)�� ���)�/�$�.�4�(�(� �/�-�$�� �(�*��� �.
�*�! ���) � �'���.�/�$�� �'���4� �- ���*�0�)��� �� ���4 �!�-� � �.�0�-�!����� �.�Ù

��� �3�/ �2� � �3���(�$�)� �'�$�(�$�/�. ���+�+�-�*�+�-�$���/� �!�*�- �'�*�)�"�ð
�2���1� �'� �)�"�/�# � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� ���)�� �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4
�2���1� �(�*��� �.�Ù ���*�- �/�#� �!�0�)�����(� �)�/���' �.�4�(�(� �/�-�$�� �(�*��� 
�ø� �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �ù�Ú ���.�.�0�(� kh � 1�Ú �.�0���# �/�#���/
�h � 1 ���)�� �h � 1�Ù �
�) �/�#�$�. �'�$�(�$�/�Ú

���¶�µ��DS � �
! 2�h

c4
s

�
! 2 � k2c2

ps

�
;

�2�#� �-� �/�#� �+�'���)� �.�/�-� �.�. ���ð�2���1� �.�+� � ��cps �$�. ��� �ž�)� �� �1�$��

���¶�¶��c2
ps = 4c2

s

�
1 �

c2
s

c2
p

�
:

���#�0�. �!�*�- ���) � �'���.�/�$�� �+�'���/� ���*�0�)��� �� ���4 �!�-� � �.�0�-�!����� �.�Ú �.�*�'�0�ð
�/�$�*�)�. �*�!DS = 0 �Ú �$�) �/�#�$�. �'�*�)�"�ð�2���1� �'� �)�"�/�# �'�$�(�$�/�Ú ��� �.���-�$��� 
�)�*�)���$�.�+� �-�.�$�1� � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �. �+�-�*�+���"���/�$�)�" ���/
cps �Ù

���*�- �/�#� �!�0�)�����(� �)�/���' ���)�/�$�.�4�(�(� �/�-�$�� �(�*��� �ø�Ÿ� �3�0�-���'
�2���1� �ù�Ú �$�) �������$�/�$�*�) �/�*kh � 1�Ú�h � 1�Ú ���)��qh � 1�Ú �2� 
���'�.�* ���.�.�0�(� !=kc p � 1 ���)�� !=kc s � 1 �ø�+�#���.� �1� �'�*���$�/�4
�'� �.�. �/�#���) ���*�/�# �/�#� ���ð ���)�� ���ð�2���1� �.�+� � ���.�ù�Ù �
�) �/�#�$�. �'�$�(�$�/�Ú
�/�#� ���$�.�+� �-�.�$�*�) �-� �'���/�$�*�) �!�*�- �Ÿ� �3�0�-���' �2���1� �. �$�) ���) � �'���.�/�$��
�+�'���/� ���*�0�)��� �� ���4 �!�-� � �.�0�-�!����� �.�ÚDA = 0 �Ú �����) ��� �2�-�$�/�/� �)
���.

���¶�·��! 2 �
4
3

c2
s

�
1 �

c2
s

c2
p

�
h2k4;

�· �����
�����
���� � �1�*�'�0�(� �µ�é�´ � �µ�³�µ�¶



�����
�����
���� � ���������������	 �������
���
�� � ���3���$�/���/�$�*�) �*�! ���'� �3�0�-���' ���-���1�$�/�4 ���)�� ���3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �����1� �.

�*�- � �,�0�$�1���'� �)�/�'�4

���¶�¸��! 2 =
B
m

k4;

�2�#� �-� 

���¶�¹��
B =

2Eh3

3(1 � � 2)
;

m = 2h� i ;

���-� �/�#� ��� �)���$�)�" �.�/�$�¡�)� �.�.B �ø�2�-�$�/�/� �) �$�) �/� �-�(�. �*�! ���*�0�)�"�ç�.
�(�*���0�'�0�.E ���)�� ���*�$�.�.�*�) �-���/�$�*� �ù ���)�� �/�#� �$��� �(���.�. �+� �-
�#�*�-�$�5�*�)�/���' �0�)�$�/ ���-� ��m�Ù ���*�/� �/�#���/
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3
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1 �

c2
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�
h2:

���#� ���+�+�-�*�3�$�(���/� ���$�.�+� �-�.�$�*�) �-� �'���/�$�*�) �ø�¶��̧ù �(���/���#� �. �/�#���/
�*�! �Ÿ� �3�0�-���' �2���1� �. �*��� �4�$�)�" �/�#� ���0�'� �-�ð��� �-�)�*�0�'�'�$ �+�'���/� 
�(�*��� �'�Ú

���¶�»��� m! 2w + B
d4w
dx4 = 0 ;

�2�#� �-� w �$�. �/�#� �1� �-�/�$�����' ���$�.�+�'����� �(� �)�/ �ø���.�.�0�(� �� �/�* ��� 
�0�)�$�!�*�-�( �2�$�/�# ��� �+�/�#�ù�Ù

���*�)�/�$�)�0�$�)�" �2�$�/�# �/�#� �.� ���+�+�-�*�3�$�(���/�$�*�)�. �ø�2�#�$���# �-� �ð
�.�/�-�$���/�. �!�*���0�. �/�* �/�#� �Ÿ� �3�0�-���' �2���1� �ù�Ú ���0�/ �)�*�2 �������*�0�)�/�$�)�"
�!�*�- �/�#� �$�)�/� �-�����/�$�*�) �*�! �/�#� �$��� �.�#� �'�! ���)�� �2���/� �- �/�* �.�/�0���4
�Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ú �2� �2�-�$�/� �ø�µ�º�ù ���.

���¶�¼��F � �
c4

s

kh! 2
�
! 2 � B

m k4
� ;

�.�0���# �/�#���/ �/�#� ���$�.�+� �-�.�$�*�) �-� �'���/�$�*�) �ø�µ��̧ù ��� ���*�(� �.

���·�³��
i!� w

h
cosh(kH ) � gk

! 2 sinh(kH )
i

k sinh(kH )
=

m! 2 � Bk 4

i!
;

�*�- � �,�0�$�1���'� �)�/�'�4�Ú

���·�´��
� w ! 2

k tanh(kH )
= Bk 4 + � w g � m! 2:

���#�$�. �����) ��� �.�*�'�1� �� �!�*�-! ���.

���·�µ��! 2 =
� w g + Bk 4

� w =k tanh(kH ) + m
;

�(���/���#�$�)�" � �3�+�-� �.�.�$�*�)�. �"�$�1� �) �$�) �(���)�4 �+�-� �1�$�*�0�. �.�/�0���ð
�$� �. �*�) �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. �ø���2�$�)�" ���)�� ���-���-�4�Ú�¦�®�¨�©�Ü
���*�3 ���)�� ���,�0�$�-� �Ú�¦�®�®�¥�Ü���,�0�$�-� � �/ ���'�Ù�Ú�¦�®�®�ª�Ü���,�0�$�-� �Ú�§�¥�¥�¬�ù�Ú
�/�#� �-� ���4 ���*�)�ž�-�(�$�)�" �/�#� ���*�)�.�$�.�/� �)���4 �*�! �*�0�- �(�*��� �' �2�$�/�#
�&�)�*�2�) �.�*�'�0�/�$�*�)�. �$�) �/�#�$�. �'�$�(�$�/�Ù
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�1� �'�*���$�/�4 �øU = d!=dk �ù �!�*�- �/�#� �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �Ú � �3�ð
�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �Ú ���)�� �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �(�*��� �.�Ù
�����-���(� �/� �- �1���'�0� �. ���-� �"�$�1� �) �$�) �������'� �¦ ���)�� �2� �0�.� �/�#� 
�*�+� �)�ð�2���/� �- ��� �+�/�#H = H1 �!�*�- �/�#� �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� 
���)�� �/�#� �.�0���ð�.�#� �'�! ��� �+�/�#H = H2 �!�*�- �/�#� � �3�/� �)�.�$�*�)���'
�
���(�� �2���1� ���)�� �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�*�'�0�/�$�*�)�.�Ù ��� �!�*�ð
���0�. �*�) �!�-� �,�0� �)���$� �. �0�+ �/�* �¥�Ù�¥�§ �	�5�Ú ���*�-�-� �.�+�*�)���$�)�" �/�* �/�#� 
�1� �-�4 �'�*�)�" �+� �-�$�*�� �ø< 0:003�	�5�ù ���)�� �$�)�!�-���"�-���1�$�/�4 �ø0:003�
0:02 �	�5�ù �����)���.�Ù ��� ���* �)�*�/ ���*�)�.�$��� �- �#�$�"�#� �- �!�-� �,�0� �)���4
�.�2� �'�' �$�) �/�#�$�. �.�/�0���4�Ù

���0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. ���-� �)�*�-�(���'�'�4 ���$�.�+� �-�.� ���Ú �2�$�/�#
�+�#���.� ���)�� �"�-�*�0�+ �1� �'�*���$�/�4 �-� �����#�$�)�" �� �(���3�$�(�0�( �2���1� 

�.�+� � �� �*�!
p

gH �$�) �/�#� �'�*�)�" �2���1� �'� �)�"�/�# �'�$�(�$�/ �ø�ž�"�0�-� �§���ù�Ù
���3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �. � �3�#�$���$�/ �)�* �.�$�"�)�$�ž�����)�/ ���$�.�+� �-�ð
�.�$�*�) �*�1� �- �/�#� �!�-� �,�0� �)���4 �����)�� �*�! �$�)�/� �-� �.�/ �ø�ž�"�0�-� �§���ù�Ù �
�)
�������$�/�$�*�) �/�* �"�-���1�$�/�4�Ú �/�#� � �'���.�/�$�� �-� �.�/�*�-�$�)�" �!�*�-��� �����0�.� �. �/�#� 
�Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. �/�* �+�-�*�+���"���/� �!���.�/� �- �/�#���) �.�0�-�!����� 
�"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ú ���)�� �.�#�*�-�/� �- �2���1� �'� �)�"�/�#�. �+�-�*�+���"���/� �!���.�/� �-
�/�#���) �'�*�)�"� �- �2���1� �'� �)�"�/�#�.�Ù ���#� �-� �!�*�-� �Ú �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4
�2���1� �. ���-� ���)�*�(���'�*�0�.�'�4 ���$�.�+� �-�.� ���Ú �2�$�/�# �+�#���.� ���)�� �"�-�*�0�+
�1� �'�*���$�/�4 �-� �����#�$�)�" �� �(�$�)�$�(�0�( �2���1� �.�+� � �� �*�!
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�'�*�)�" �2���1� �'� �)�"�/�# �'�$�(�$�/ �ø�ž�"�0�-� �§���ù�Ù �������$�/�$�*�)���'�'�4 �+�'�*�/�/� �� �$�)
�ž�"�0�-� �§�� ���-� �/�#� �"�-�*�0�+ ���)�� �+�#���.� �1� �'�*���$�/�4 �!�*�- �/�#� �Ÿ� �3�0�ð
�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �0�.�$�)�" �/�#� �+�'���/� ���+�+�-�*�3�$�(���/�$�*�) �ø�·�µ�ù�Ú �1� �-�ð
�$�!�4�$�)�" �/�#� �1���'�$���$�/�4 �*�! �/�#� �+�'���/� �(�*��� �' ���/ �/�#� �!�-� �,�0� �)���$� �.
�*�! �$�)�/� �-� �.�/�Ù ��� ���(�!�*�-�(�$�)�" ���)�� �.� �$�.�(�$�� �(�*��� �'�$�)�" �!�*�- �/�#� 
���*�.�. �
��� ���#� �'�! �$�)���$�����/� �/�#���/ �/�#� ���*�(�$�)���)�/ �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�ð
�$�/�4 �2���1� � �)� �-�"�4 �/�-���1� �'�. ���/ �+�#���.� �.�+� � ���. �*�! �����*�0�/ �¬�¥ �(���.�Ú
���*�)�.�$�.�/� �)�/ �2�$�/�# �/�#� �'�*�)�" �2���1� �'� �)�"�/�# �'�$�(�$�/ �ø���-�*�(�$�-�.�&�$
� �/ ���'�Ù�Ú�§�¥�¦�¬�ù�Ù

���$�)���'�'�4�Ú �2� �-� �(���-�& �/�#���/ �2�#�$�'� �*�0�- �(�*��� �' �-� �.�0�'�/�. �!�*�-
�/�#� �$��� �.�#� �'�! �-� �.�+�*�)�.� ���-� ���$�.���0�.�.� �� �+�-�$�(���-�$�'�4 �$�) �/� �-�(�.
�*�! �2���1� ���(�+�'�$�/�0��� �ø�.�+� ���$�ž�����'�'�4�Ú ���$�.�+�'����� �(� �)�/�. �*�! �/�#� �$��� 
�.�0�-�!����� �ù�Ú �/�#� �#�*�-�$�5�*�)�/���' �)�*�-�(���' �.�/�-� �.�.� xx �$�. ���'�.�* �*�! �$�)�ð
�/� �-� �.�/ ��� �����0�.� �/�#�$�. �.�/�-� �.�. ���*�(�+�*�)� �)�/ �����/�. �/�* �*�+� �) ���)��
���'�*�.� �1� �-�/�$�����' �!�-�����/�0�-� �. ���)�� �-�$� �.�Ù ���#� �.�/�-� �.�.� �. �����) ��� 
�����'���0�'���/� �� �$�(�(� ���$���/� �'�4 �!�-�*�( �/�#� �.�0�-�!����� ���$�.�+�'����� �(� �)�/�.
�0�.�$�)�" �/�#� �!�-� �,�0� �)���4�ð���*�(���$�) �/�-���)�.�!� �- �!�0�)���/�$�*�)�. �"�$�1� �) ���4
�
�$�+�*�1�.�&�4�ø�§�¥�¦�­�ù�Ù ���*�- �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ú �2�#�$���# �����-�-�4
�/�#� �'���-�"� �.�/ �.�/�-� �.�.� �.�Ú �/�#� �.�/�-� �.�.� xx �����) ��� �*���/���$�)� �� �!�-�*�(
�/�#� �1� �-�/�$�����' ���$�.�+�'����� �(� �)�/w�Ú �$�) �/�#� �'�*�)�" �2���1� �'� �)�"�/�#
�+�'���/� �/�#� �*�-�4 �'�$�(�$�/�Ú ���. �ø���$�(�*�.�#� �)�&�* ���)�� ���*�*���$� �-�Ú�¦�®�¬�¥�ù
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�¶ ���-�*��� ���0�-� �/�* � �3�/�-�����/ �-� �!�'� ���/�$�*�) ���)��
�/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �D�$���$� �)�/�. �!�-�*�( �/�$�(� �ÿ
���*�(���$�) �.�$�(�0�'���/�$�*�)�.

�
�) �/�#�$�. �.� ���/�$�*�) �2� ��� �.���-�$��� �� �+�-�*��� ���0�-� �/�* � �3�/�-�����/
�!�-� �,�0� �)���4�ð��� �+� �)��� �)�/ �-� �Ÿ� ���/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �!�ð
�ž���$� �)�/�. �!�-�*�( �*�0�- �/�$�(� �ð���*�(���$�) �.�$�(�0�'���/�$�*�)�.�Ù ���#� �+�-�*��� �ð
���0�-� �2�$�'�' �0�/�$�'�$�5� ���*�0�-�$� �- �/�-���)�.�!�*�-�(�. �$�) ���*�/�# �.�+����� ���)��
�/�$�(� �2�$�/�# �/�#� �!�*�'�'�*�2�$�)�" �)�*�/���/�$�*�)�Û
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~f (k; t ) =
Z 1

�1
f (x; t )e� ikx dx ;

f (x; t ) =
1

2�

Z 1

�1

~f (k; t )eikx dk ;

���·�¸��
f̂ (x; ! ) =

Z 1

�1
f (x; t )ei!t dt ;

f (x; t ) =
1

2�

Z 1

�1
f̂ (x; ! )e� i!t d! :

�¶�é�´ ���0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �-� �!�'� ���/�$�*�)���/�-���)�.�ÿ
�(�$�.�.�$�*�) �!�*�- �� �.�/� �+ ���#���)�"� �$�) �2���/� �- ��� �+�/�#

��� ��� �"�$�) �2�$�/�# �/�#� �.�$�(�+�'� �- �+�-�*���'� �( �*�! �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4
�2���1� �-� �Ÿ� ���/�$�*�)���/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) �!�-�*�( �� �.�/� �+ ���#���)�"� �$�) �2���ð
�/� �- ��� �+�/�#�Ù ���#� �-� �$�. �)�* �$��� �.�#� �'�! �$�) �/�#�$�. �+�-�*���'� �(�Ù �
� �/
H1 ���)�� H2 ��� �/�#� �2���/� �- ��� �+�/�#�. �$�)x < 0 ���)�� x > 0�Ú
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�� � ���3���$�/���/�$�*�) �*�! ���'� �3�0�-���' ���-���1�$�/�4 ���)�� ���3�/� �)�.�$�*�)���' �
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���$�"�0�-� �µ���-�*�0�+ ���)�� �+�#���.� �1� �'�*���$�/�4 �!�*�- �/�#� �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �ê � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �ê ���)�� �!�'� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �é

�-� �.�+� ���/�$�1� �'�4 �ø���$�"�0�-� �¦���ù�Ù ���#� �+�-�*���'� �( �$�. �+�*�.� �� �$�) �/�#� 
�!�-� �,�0� �)���4 ���*�(���$�)�Ù ��� �ž�)� k1 ���)�� k2 ���. �/�#� �2���1� �)�0�(�ð
��� �-�. �*�! �/�#� �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �(�*��� �$�)x < 0 ���)��
x > 0�Ú �-� �.�+� ���/�$�1� �'�4�Ú �*���/���$�)� �� ���4 �.�*�'�1�$�)�" �/�#� �*�+� �)�ð�2���/� �-
���$�.�+� �-�.�$�*�) �-� �'���/�$�*�) �ø�µ�·�ù�Ù ���#� �2���1� �ž� �'�� �.�*�'�0�/�$�*�) �$�) �/�#� 
�!�-� �,�0� �)���4 ���*�(���$�)�Ú �!�*�- ���) �$�)���$��� �)�/ �2���1� �*�! �.�+� ���/�-���' ���(�ð
�+�'�$�/�0��� A(! )�Ú �$�. �"�$�1� �) ���4

�̂ (x; ! )

=

(
A(! )

�
eik 1 x + R(! )e� ik 1 x

�
+ �*�/�#� �- �(�*��� �.; x < 0;

A(! )T(! )eik 2 x + �*�/�#� �- �(�*��� �.; x > 0;
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�2�#� �-� R ���)�� T ���-� �/�#� �!�-� �,�0� �)���4�ð��� �+� �)��� �)�/ �-� �Ÿ� ���ð
�/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/�.�Ú �-� �.�+� ���/�$�1� �'�4�Ú �!�*�- �/�#� 
�+�-�*�+���"���/�$�)�" �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �(�*��� �Ù �
�) �������$�/�$�*�)�Ú �$�/
�$�. �2� �'�' �&�)�*�2�) �/�#���/ � �3��� �+�/ �$�) �/�#� �.�#���'�'�*�2 �2���/� �- �'�$�(�$�/�Ú
�/�#� �-� ���-� �������$�/�$�*�)���' � �1���)� �.��� �)�/ �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� 
�(�*��� �.�*�'�0�/�$�*�)�. �/�* �ø�µ�·�ù�Ú �2�#�$���# ���-� ���*�)�ž�)� �� �/�* �/�#� �1�$���$�)�ð
�$�/�4 �*�! �/�#� �.�/� �+ ���#���)�"� �$�) �2���/� �- ��� �+�/�# ���/x = 0 �ø��� �2�ð
�(���) �Ú�¦�®�«�ª�Ü���$�'� �.�Ú�¦�®�«�¬�Ü���$�)�"� �(���)�.�Ú�¦�®�®�¬�ù�Ù ���#� �.� �(�*��� �.
�����) ��� �.���!� �'�4 �$�"�)�*�-� �� ���/ �'�*�����/�$�*�)�.x �.�0�¢���$� �)�/�'�4 �-� �(�*�1� ��
�!�-�*�( x = 0 �Ù ���0�-�/�#� �-�(�*�-� �Ú ��� �����0�.� �2� �������*�0�)�/ �!�*�- �2���ð
�/� �- ���*�(�+�-� �.�.�$���$�'�$�/�4�Ú �/�#� �-� ���-� ���'�.�* �����*�0�.�/�$�� �(�*��� �.�Ù ���#� 
�����*�0�.�/�$�� �(�*��� �. � �3�$�.�/ ���. �+�-�*�+���"���/�$�)�" �2���1� �. �*�)�'�4 �����*�1� 
�.�*�(� ���0�/�ð�*�¡ �!�-� �,�0� �)���4 �ø���+�+�-�*�3�$�(���/� �'�4c0=4H �!�*�- �/�#� 
�ž�-�.�/ �(�*��� �Ú �*�- �¥�Ù�¨�¬�ª �	�5 �!�*�-H = 1000 �(�ù�Ú �2�#�$���# �$�. �(�0���#
�#�$�"�#� �- �/�#���) �/�#� �!�-� �,�0� �)���$� �. �*�! �$�)�/� �-� �.�/ �/�* �0�.�Ù ���#�0�. �/�#� �.� 
�(�*��� �. ���-� ���'�.�* � �1���)� �.��� �)�/ ���)�� �����) ��� �)� �"�'� ���/� �� �$�) �/�#� 
�!�*�'�'�*�2�$�)�" �+�-�*��� ���0�-� �/�* ��� �/� �-�(�$�)� R ���)�� T �Ù

���0�- �"�*���' �)�*�2 �$�. �/�* �.� �/ �0�+ �� �+�-�*���'� �( �$�) �/�#� �/�$�(� ���*�ð
�(���$�) �!�-�*�( �2�#�$���# �2� �����) � �3�/�-�����/R ���)�� T �Ù ���* ���* �/�#�$�.�Ú �2� 
�.� �/ �$�)�$�/�$���' ���*�)���$�/�$�*�)�. ���/t = 0 ���*�-�-� �.�+�*�)���$�)�" �/�* �� ���-�*�����ð
�����)�� �$�)���$��� �)�/ �2���1� �+�����&� �/ �+�-�*�+���"���/�$�)�" �*�)�'�4 �$�) �/�#� + x
���$�-� ���/�$�*�)�Ù ��� �ž�)� � (x; 0) = � 0(x) ���)�� �$�/�. �.�+���/�$���' ���*�0�-�$� �-
�/�-���)�.�!�*�-�(~� 0(k)�Ù ���#� �2���1� �ž� �'�� ���/ �.�*�(� �'���/� �- �/�$�(� t �Ú
~� (k; t )�Ú �$�. �*���/���$�)� �� ���4 �(�0�'�/�$�+�'�4�$�)�"~� 0(k) ���4 �/�#� �+�#���.� �!�����ð
�/�*�-e� i! 1 t �Ú �2�#� �-� ! 1 = ! 1(k) �$�. �*���/���$�)� �� �!�-�*�( �.�*�'�1�$�)�"
�/�#� ���$�.�+� �-�.�$�*�) �-� �'���/�$�*�) �ø�µ�·�ù �!�*�- �/�#� �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� 
�(�*��� �$�) �2���/� �- �*�! ��� �+�/�#H1�Ù ��� �.� �'� ���/ �/�#� �.�$�"�) �*�!! 1 �.�0���#
�/�#���/! 1=k > 0 �.�* �/�#���/ �/�#� �2���1� �+�-�*�+���"���/� �. �$�) �/�#� + x ���$�ð
�-� ���/�$�*�)�Ù

��� �3�/ �2� �.�2�$�/���# ��� �/�2� � �)! ���)�� k ���*�0�-�$� �- �/�-���)�.�!�*�-�(�.
�0�.�$�)�" �� ���#���)�"� �*�! �1���-�$�����'� �����.� �� �*�) �/�#� ���$�.�+� �-�.�$�*�) �-� �'���ð
�/�$�*�)�Ù ���*�/� �/�#���/d! = Udk�Ú �2�#� �-� U �$�. �/�#� �"�-�*�0�+ �1� �'�*���ð
�$�/�4�Ú �2�#�$���# �����) ��� �1�$� �2� �� ���. � �$�/�#� �- �� �!�0�)���/�$�*�) �*�!k �*�-! �Ú
���. ��� �.�$�-� ���Ú �+�-�*�1�$��� �� �/�#���/ �/�#� �.� ���-� � �1���'�0���/� �� �0�.�$�)�" �/�#� 
�.�*�'�0�/�$�*�) �/�* �/�#� ���$�.�+� �-�.�$�*�) �-� �'���/�$�*�) ���*�-�-� �.�+�*�)���$�)�" �/�* �/�#� 
��� �.�$�-� �� �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �(�*��� �Ù ���#�$�. �+�-�*��� ���0�-� �$�.
�$�'�'�0�.�/�-���/� �� �!�*�- �/�#� �$�)���$��� �)�/ �2���1� �Û

� I (x; t ) =
1

2�

Z
~� 0(k)ei (kx � ! 1 t ) dk �ø�·�º��

=
1

2�

Z
~� 0(k1)
U(k1)

ei (k1 x � !t ) d!; �ø�·�»��

�2�#� �-� k1 = k1(! ) �$�. � �1���'�0���/� �� �!�*�- �/�#� �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4
�2���1� �(�*��� �$�) �2���/� �- �*�! ��� �+�/�#H1�Ù �
�/ �!�*�'�'�*�2�. �/�#���/

���·�¼���̂ I (x; ! ) =
Z

� I (x; t )ei!t dt

���¸�³��=
~� 0(k1)
U(k1)

eik 1 x ;

�!�-�*�( �2�#�$���# �2� �$��� �)�/�$�!�4 �/�#� �.�+� ���/�-���' ���(�+�'�$�/�0��� �*�! �/�#� 
�$�)���$��� �)�/ �2���1� �$�) �ø�·�¹�ù ���.

���¸�´��A(! ) = ~� 0(k1)=U(k1):

�
�)�$�/�$���' ���*�)���$�/�$�*�)�. �*�) �+�-� �.�.�0�-� ���)�� �+���-�/�$���'� �1� �'�*���$�/�4 ���-� 
�*���/���$�)� �� ���4 � �1���'�0���/�$�)�" �ø�µ�³�ù�ð�ø�µ�µ�ù �/�$�(� �. �/�#� �.�0�-�!����� ���$�.�ð
�+�'����� �(� �)�/ �.�+� ���/�-���' ���(�+�'�$�/�0��� A(! )�Ù

���* �.�*�'�1� �!�*�- �/�#� �-� �Ÿ� ���/�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/R �!�-�*�( �*�0�- �/�$�(� �ð
���*�(���$�) �.�$�(�0�'���/�$�*�)�Ú �2� ���*�0�-�$� �- �/�-���)�.�!�*�-�( �/�#� �/�$�(� �.� �ð
�-�$� �. �*�!� ���/ �.�*�(� �+�*�$�)�/x < 0 �/�* �*���/���$�)̂� (x; ! )�Ù ���#� �)
�.�*�'�1� �ø�·�¹�ù�Ú �)� �"�'� ���/�$�)�" �/�#� � �1���)� �.��� �)�/ �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 ���)��
�����*�0�.�/�$�� �(�*��� �.�Ú �/�* �*���/���$�)

���¸�µ��R(! ) =
�

�̂ (x; ! )
A(! )

� eik 1 x
�

eik 1 x :

���#� �+�-�*��� ���0�-� �����) ��� �.�$�(�+�'�$�ž� �� � �1� �) �!�0�-�/�#� �- ���4 �.� �'� ���/�ð
�$�)�" �/�#� x �'�*�����/�$�*�) �/�* ��� �/�* �/�#� �'� �  �*�! �/�#� �$�)�$�/�$���' �2���1� 
�+�����&� �/�Ú �.�* �/�#���/ �*�)�'�4 �/�#� �-� �Ÿ� ���/� �� �2���1� ���*�)�/�-�$���0�/� �. �/�*
�/�#� �/�$�(� �.� �-�$� �.�Ù �
�) �/�#�$�. �����.� �Ú �/�#� �$�)���$��� �)�/ �2���1� �$�) �ø�¸�µ�ù�Ú
�)���(� �'�4 �/�#� � eik 1 x �/� �-�( �$�) ���-�����&� �/�.�Ú �����) ��� �$�"�)�*�-� ���Ù

�¹ �����
�����
���� � �1�*�'�0�(� �µ�é�´ � �µ�³�µ�¶



�����
�����
���� � ���������������	 �������
���
�� � ���3���$�/���/�$�*�) �*�! ���'� �3�0�-���' ���-���1�$�/�4 ���)�� ���3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �����1� �.

���3�/�-�����/�$�)�" �/�#� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/ �$�. �.�$�(�$�'���-�Ù ��� 
�.� �'� ���/ �.�*�(� �+�*�$�)�/x > 0 �.�0�¢���$� �)�/�'�4 �!���- �!�-�*�(x = 0 �Ú � �3�ð
�/�-�����/ �/�#� �/�$�(� �.� �-�$� �. �*�!� �Ú ���)�� ���*�0�-�$� �- �/�-���)�.�!�*�-�( �$�/ �$�)
�/�$�(� �/�* �*���/���$�)�̂ (x; ! )�Ù ��� �"�'� ���/�$�)�" � �1���)� �.��� �)�/ �.�0�-�!����� 
�"�-���1�$�/�4 ���)�� �����*�0�.�/�$�� �(�*��� �.�Ú �2� �.�*�'�1� �ø�·�¹�ù �!�*�- �/�#� �/�-���)�.�ð
�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/

���¸�¶��T(! ) =
�̂ (x; ! )
A(! )

e� ik 2 x :

���#�$�'� �/�#� �+�-�*��� ���0�-� �����*�1� �$�. �.�/���/� �� �!�*�- �� �.�$�)�"�'� x�Ú �$�)
�*�0�- �$�(�+�'� �(� �)�/���/�$�*�) �2� ���1� �-���"� �/�#� �-� �.�0�'�/�$�)�"R ���)�� T
�*�1� �- �(�0�'�/�$�+�'� x�Ú �2�#�$���# �2� �ž�)�� �$�(�+�-�*�1� �. �/�#� �������0�-�����4 ���/
�#�$�"�# �!�-� �,�0� �)���$� �.�Ù ���$�/�# �� �"�-�$�� �.�+�����$�)�" �*�! �§�¥�¥ �(�ÚR �2���.
���1� �-���"� �� �*�1� �-x = � 100�&�( �/�*� 50 �&�( ���)�� T �2���. ���1� �-�ð
���"� �� �*�1� �-x = � 100�&�( �/�*� 50 �&�(�Ù

���#� �+�-�*��� ���0�-� �����*�1� ���*� �. �-� �,�0�$�-� �)� �"�'� ���/�$�)�" � �1���)� �.�ð
��� �)�/ �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 ���)�� �����*�0�.�/�$�� �2���1� �(�*��� �.�Ú �2�#�$���#
�(�$�"�#�/ �$�)�/�-�*���0��� �� �.�(���'�' � �-�-�*�- �$�) �/�#� �����'���0�'���/� ��R ���)��
T �Ù ���#�$�. � �-�-�*�- ���*�0�'�� ��� � �'�$�(�$�)���/� �� �0�.�$�)�" �� �(�*�-� �.�*�+�#�$�.�ð
�/�$�����/� �� �+�-�*��� ���0�-� �/�#���/ �$�.�*�'���/� �. �� �.�+� ���$�ž�� �2���1� �(�*��� �Ù
���*�- � �3���(�+�'� �Ú �$�/ �$�. �2� �'�' �&�)�*�2�) �/�#���/ �/�#� � �$�"� �)�!�0�)���/�$�*�)�. �*�!
�2���1� �(�*��� �. �$�) �'���4� �-� �� �(� ���$�� �*��� �4 �*�-�/�#�*�"�*�)���'�$�/�4 ���*�)���$�ð
�/�$�*�)�. �ø���&�$ ���)�� ���$���#���-���.�Ú�§�¥�¥�§�ù�Ù ���#� �*�-�/�#�*�"�*�)���'�$�/�4 ���*�)���$�ð
�/�$�*�)�. �-� �,�0�$�-� � �1���'�0���/�$�*�) �*�! �$�)�/� �"�-���'�. �*�! �+���-�/�$���'� �1� �'�*���$�/�4
���)�� �.�/�-� �.�. �ž� �'���. �*�1� �- ��� �+�/�#z ���/ �ž�3� ��x�Ù ��� ��� �!� �- �/�#�$�.
� �3�/� �)�.�$�*�) �/�* �!�0�/�0�-� �2�*�-�&�Ù

�¶�é�µ��� �!�'� ���/�$�*�)���/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) �2�$�/�# ���) �$��� �.�#� �'�!

���#� �+�-�*��� ���0�-� �!�*�- � �3�/�-�����/�$�)�" �-� �Ÿ� ���/�$�*�)���/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�)
���*� �¢���$� �)�/�. �!�*�- �/�#� �$��� �.�#� �'�! �+�-�*���'� �( �ø���$�"�0�-� �¦���ù �$�. �(�*�-� 
���*�(�+�'� �3�Ú ���. �2� ���-� �$�)�/� �-� �.�/� �� �$�) �(�0�'�/�$�+�'� �2���1� �(�*��� �.�Ú
�)�*�/ ���'�' �*�! �2�#�$���# ���-� �2� �'�' � �3�+�-� �.�.� �� �$�) �/�#� �2���/� �- �.�0�-�ð
�!����� �1� �-�/�$�����' ���$�.�+�'����� �(� �)�/� �Ù ���0�-�/�#� �-�(�*�-� �Ú �2� �)�*�/� �/�#���/
�.� �$�.�(�*�(� �/� �-�. �+�'����� �� �*�) �/�#� �$��� �.�#� �'�! �.�0�-�!����� ���-� �/�#� �+�-�$�ð
�(���-�4 �(� ���)�. �*�! �(� ���.�0�-�$�)�" �2���1� �(�*�/�$�*�)�.�Ù ���#�0�. �2� ��� �ð
�ž�)� u(x; t ) ���)�� w(x; t ) ���. �/�#� �#�*�-�$�5�*�)�/���' ���)�� �1� �-�/�$�����' ���$�.�ð
�+�'����� �(� �)�/�. �*�! �/�#� �/�*�+ �.�0�-�!����� �*�! �/�#� �$��� �.�#� �'�!�Ù

���#� �$�)���$��� �)�/ ���)�� �-� �Ÿ� ���/� �� �2���1� �ž� �'�� �$�) �/�#� �*�+� �)�ð
�2���/� �- �-� �"�$�*�) �øx < 0�ù �$�. �$��� �)�/�$�����' �/�* �/�#���/ �$�) �ø�·�¹�ù�Ù ���#� �.�0�-�ð
�!����� ���$�.�+�'����� �(� �)�/�. �*�! �/�#� �/�-���)�.�(�$�/�/� �� �2���1� �ž� �'�� �����) ��� 
�2�-�$�/�/� �) ���.

���¸�·��
û(x; ! ) = A(! )

�
Tx;f (! )eik f x + Tx;e (! )eik e x �

+ �*�/�#� �- �(�*��� �.;

���¸�¸��ŵ(x; ! ) = A(! )
�
Tz;f (! )eik f x + Tz;e (! )eik e x �

+ �*�/�#� �- �(�*��� �.;

�2�#� �-� �/�#� �.�0���.���-�$�+�/x �*�-z �*�) �/�#� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �!�ð
�ž���$� �)�/�.T �-� �!� �-�. �/�* �/�#� ���$�.�+�'����� �(� �)�/ ���$�-� ���/�$�*�) ���)�� �/�#� 
�.�0���.���-�$�+�/�.f ���)�� e�-� �!� �- �/�* �/�#� �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 ���)�� � �3�/� �)�ð
�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �(�*��� �.�Ú �-� �.�+� ���/�$�1� �'�4�Ù ���#� �2���1� �)�0�(�ð
��� �-�. kf ���)�� ke ���-� �*���/���$�)� �� �!�-�*�( �/�#� �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�ð
�$�/�4 ���)�� � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �.�*�'�0�/�$�*�)�. �*�! �/�#� ���$�.�+� �-�ð
�.�$�*�) � �,�0���/�$�*�) �ø�µ��̧ù�Ù ��� �)�*�/� �/�#���/ �/�#� �-���/�$�*�.Tx;f =Tz;f

���)�� Tx;e =Tz;e ���-� �$�)��� �+� �)��� �)�/ �*�! �/�#� �-� �Ÿ� ���/�$�*�)���/�-���)�.�ð
�(�$�.�.�$�*�) �+�-�*��� �.�. ���)�� �����) ��� ��� �/� �-�(�$�)� �� �!�-�*�( �/�#� � �$�"� �)�ð
�!�0�)���/�$�*�)�. �"�$�1� �) �$�) ���+�+� �)���$�3�� �Ù ���#�0�. �2� �)� � �� �*�)�'�4 ���*�)�ð
�.�$��� �- �*�)� ���$�.�+�'����� �(� �)�/ ���$�-� ���/�$�*�) �2�#� �) � �3�/�-�����/�$�)�" �/�-���)�.�ð
�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/�. �!�*�- � �����# �2���1� �(�*��� �Ù ��� �����0�.� �Ÿ� �3�ð
�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. �#���1� ���*�(�$�)���)�/�'�4 �1� �-�/�$�����' �+���-�/�$���'� �(�*�ð
�/�$�*�)�.�Ú �2� �!�*���0�. �*�)Tf;z �Ù ���$�(�$�'���-�'�4�Ú ��� �����0�.� � �3�/� �)�.�$�*�)���'

�
���(�� �2���1� �. �#���1� ���*�(�$�)���)�/�'�4 �#�*�-�$�5�*�)�/���' �+���-�/�$���'� �(�*�ð
�/�$�*�)�.�Ú �2� �!�*���0�. �*�)Te;x �Ù

���#� �+�-�*��� ���0�-� �!�*�- � �3�/�-�����/�$�)�" �/�#� �-� �Ÿ� ���/�$�*�) ���*� �¢�ð
���$� �)�/ �*�! �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. �$�. �$��� �)�/�$�����' �/�* �/�#� �+�-� �1�$�ð
�*�0�. �+�-�*���'� �(�Ù ���* � �3�/�-�����/ �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/�.�Ú �2� 
�-� ���*�-�� �$��� �.�0�-�!����� ���$�.�+�'����� �(� �)�/ �/�$�(� �.� �-�$� �.u ���)�� w ���/
�.�*�(� x > 0 �/�#���/ �$�. �.�0�¢���$� �)�/�'�4 �!���- �!�-�*�( �/�#� �$��� �.�#� �'�!
� ���"� �Ù ��� �/�#� �) � �3�+�'�*�$�/ �/�#� �1���.�/�'�4 ���$�¡� �-� �)�/ �+�#���.� ���)��
�"�-�*�0�+ �1� �'�*���$�/�$� �. �*�! �/�#� �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 ���)�� � �3�/� �)�.�$�*�)���'
�
���(�� �2���1� �(�*��� �. ���4 �2�$�)���*�2�$�)�" �/�#� ���+�+�-�*�+�-�$���/� �2���1� 
���-�-�$�1���'�. �$�) �/�#� �/�$�(� �.� �-�$� �.�Ù ��� �/�#� �) ���*�0�-�$� �- �/�-���)�.�!�*�-�(
�/�#� �.� �2�$�)���*�2� �� �/�$�(� �.� �-�$� �. �$�) �/�$�(� ���)�� � �1���'�0���/� 

���¸�¹��Tz;f (! ) =
ŵ(x; ! )
A(! )

e� ik f x ;

���¸�º��Tx;e (! ) =
û(x; ! )
A(! )

e� ik e x :

�¶�é�¶���0�(� �-�$�����' �.�$�(�0�'���/�$�*�)�.

�
�) �/�#�$�. �.�/�0���4 �2� �0�/�$�'�$�5� �/�#� �ž�)�$�/� ���$�¡� �-� �)��� ���*��� ����������
�ø���0�)�#���( � �/ ���'�Ù�Ú�§�¥�¦�¦�Ü���*�5���*�) � �/ ���'�Ù�Ú�§�¥�¦�§�Ú�§�¥�¦�¨�ù �/�#���/
���*�0�+�'� �. ���) �����*�0�.�/�$�� �*��� ���) �$�) �/�#� �+�-� �.� �)��� �*�! �"�-���1�$�/�4 �/�*
���) � �'���.�/�*���4�)���(�$�� �.�*�'�$���Ù ��� � �(�+�'�*�4 �� �����-�/� �.�$���) �(� �.�#
�2�$�/�# �0�)�$�!�*�-�( �ø���0�/ ���$�¡� �-� �)�/�ù �"�-�$�� �.�+�����$�)�"�. �$�) �/�#� x ���)��
z ���$�-� ���/�$�*�)�.�Ù ���#� �(� �/�#�*�� �0�.� �. �.�$�3�/�#�ð�*�-��� �- ��� �)�/�-���' ���$�!�ð
�!� �-� �)��� �. �$�) �.�+����� �$�) �/�#� �$�)�/� �-�$�*�- �ø�2�$�/�# �-� ���0��� �� �*�-��� �-
�)� ���- ���*�0�)�����-�$� �. ���)�� �$�)�/� �-�!����� �.�ù ���)�� �� �/�#�$�-���ð�*�-��� �- � �3�ð
�+�'�$���$�/ ���0�)�"� �ð���0�/�/�� �(� �/�#�*�� �!�*�- �/�$�(� �ð�.�/� �+�+�$�)�"�Ù ���-���1�$�/�4 �$�.
�������*�0�)�/� �� �!�*�- �0�.�$�)�" �/�#� �(� �/�#�*�� �$�)�
�*�/�/�* ���)�� ���0�)�#���(
�ø�§�¥�¦�ª�ù�Ú �!�*�- ���*�/�# �/�#� �*�+� �)�ð�2���/� �- �-� �"�$�*�) ���)�� ���/ �/�#� �/�*�+ �*�!
�/�#� �.�0���ð�.�#� �'�! �2���/� �- �����1�$�/�4�Ù

��� � �3���(�$�)� �/�2�* �(�*��� �' �"� �*�(� �/�-�$� �.�Ù ���*�- �/�#� �*�+� �)
�*��� ���) �2�$�/�# �� �Ÿ�*���/�$�)�" �$��� �.�#� �'�! ���)�� �.�0���.�#� �'�! �����1�$�/�4 �+�-�*���ð
�'� �( �.� �/�0�+ �ø���$�"�0�-� �¦���ù�Ú �/�#� ���*�(���$�) � �3�/� �)���. �!�-�*�(x =
� 100�&�( �/�*x = 300 �&�( �2�$�/�# �/�#� �$��� �.�#� �'�! � ���"� �'�*�����/� ��
���/x = 0 �Ù �
�) �/�#� x� ���$�-� ���/�$�*�) �/�#� �"�-�$�� �.�+�����$�)�" �$�. �§�¥�¥ �(�Ù
�
�) �/�#� z� ���$�-� ���/�$�*�) �/�#� ���*�(���$�) �$�. ���$�1�$��� �� �$�)�/�* �¨ ���'�*���&�.�Ù
���-�*�( �/�#� �.� ���Ÿ�*�*�-�Úz = � H1 = � 1 �&�(�Ú �/�* �/�#� ��� �+�/�# �*�!
�/�#� �$��� �ð�2���/� �- �$�)�/� �-�!����� �Úz = � (� i =� w )H i = � 0:368�&�(�Ú
�/�#� �"�-�$�� �.�+�����$�)�" �$�) �/�#� z� ���$�-� ���/�$�*�) �$�. �¦�¨�Ù�©�ª �( �ø�©�­ �"�-�$��
�+�*�$�)�/�.�ù�Ù ���-�*�( �/�#� ��� �+�/�# �*�! �/�#� �$��� �ð�2���/� �- �$�)�/� �-�!����� �Úz =
� (� i =� w )H i = � 0:368 �&�(�Ú �/�* �/�#� �*�+� �)�ð�2���/� �- �!�-� � �.�0�-�ð
�!����� z = 0 �Ú �/�#� �"�-�$�� �.�+�����$�)�" �$�) �/�#� z� ���$�-� ���/�$�*�) �$�. �ª�Ù�­�© �(
�ø�«�© �"�-�$�� �+�*�$�)�/�.�ù�Ù ���-�*�( �/�#� �*�+� �)�ð�2���/� �- �!�-� � �.�0�-�!����� z = 0
�/�* �/�#� �/�*�+ �*�! �/�#� �$��� �.�#� �'�!�Úz = (1 � � i =� w )H i = 0 :032
�&�(�Ú �/�#� �"�-�$�� �.�+�����$�)�" �$�) �/�#� z� ���$�-� ���/�$�*�) �$�. �§�Ù�§�® �( �ø�¦�© �"�-�$��
�+�*�$�)�/�.�ù�Ù ���#���-�����/� �-�$�.�/�$���ð�����.� �� �����.�*�-���$�)�" ���*�0�)�����-�4 ���*�)�ð
���$�/�$�*�)�. �ø���*�5���*�) � �/ ���'�Ù�Ú�§�¥�¦�§�Ú�§�¥�¦�¨�ù ���-� �0�.� �� �*�) �/�#� �'� � 
���)�� �-�$�"�#�/ �.�$��� �. �*�! �/�#� ���*�(���$�)�Ù ���#� �.�$�(�0�'���/�$�*�) �-�0�)�. �!�*�-
�� �/�*�/���' �*�! �¦�¬�¥�¥ �. �2�$�/�# �/�$�(� �.�/� �+�. �*�! �¥�Ù�¥�¥�¥�«�¦�ª �.�Ù

���*�- �/�#� �.�/� �+ ���#���)�"� �$�) �2���/� �- ��� �+�/�# �+�-�*���'� �( �.� �/�0�+�Ú
�ž�"�0�-� �¦���Ú �/�#� ���*�(���$�) � �3�/� �)���. �!�-�*�(x = � 400 �&�( �/�*
x = 400 �&�( �2�$�/�# �/�#� �.�/� �+ ���#���)�"�$�)�" �*�����0�-�-�$�)�" ���/x = 0 �Ù
�
�) �/�#� x� ���$�-� ���/�$�*�) �/�#� �"�-�$�� �.�+�����$�)�" �$�. �§�¥�¥ �(�Ù �
�) �/�#�$�.
�.� �/�0�+H1 = 1 �&�( ���)�� H2 = 0 :25�&�( �2�$�/�# �¦�¥ �( �"�-�$�� �.�+�����ð
�$�)�" �$�) �/�#� z� ���$�-� ���/�$�*�)�Ù ���#� �.�$�(�0�'���/�$�*�) �-�0�)�. �!�*�- �� �/�*�/���'
�*�! �­�¥�¥�¥ �. �2�$�/�# �/�$�(� �.�/� �+ �*�! �¥�Ù�¥�¥�¨�¨�¨�¨ �.�Ù

�º �����
�����
���� � �1�*�'�0�(� �µ�é�´ � �µ�³�µ�¶



�����
�����
���� � ���������������	 �������
���
�� � ���3���$�/���/�$�*�) �*�! ���'� �3�0�-���' ���-���1�$�/�4 ���)�� ���3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �����1� �.

�������'� �´ �����-���(� �/� �- �1���'�0� �. �!�*�- ���$�.�+� �-�.�$�*�) ���)���'�4�.�$�. ���)�� �.�$�(�ÿ
�0�'���/�$�*�)�.�é

�+���-���(� �/� �- �.�4�(���*�' �1���'�0� 

��� �)�.�$�/�4 �$�) �*��� ���) � w �¦�¥�¥�¥ �&�"���(3

���*�0�)�� �.�+� � �� �$�) �*��� ���) c0 �¦�ª�¥�¥ �(���.
��� �)�.�$�/�4 �$�) �$��� � i �®�§�¥ �&�"���(3

���ð�2���1� �.�+� � �� �$�) �$��� cp �§�¥�¥�¥ �(���.
���ð�2���1� �.�+� � �� �$�) �$��� cs �¦�¥�¥�¥ �(���.
���-���1�$�/�4 g �®�Ù�­ �(���.2

���+� �) �2���/� �- �*��� ���) ��� �+�/�#H1 �¦�¥�¥�¥ �(
���0���ð�.�#� �'�! �*��� ���) �����1�$�/�4H2 �«�¨�§ �(
�
��� �/�#�$���&�)� �.�. H i �©�¥�¥ �(

�· ��� �!�'� ���/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �D�$�ÿ
���$� �)�/�. �!�*�- �� �.�/� �+ ���#���)�"� �$�) �2���/� �-
��� �+�/�#

��� �!�*�-� �+�-�*��� � ���$�)�" �/�* �/�#� �$��� �.�#� �'�! �-� �Ÿ� ���/�$�*�)���/�-���)�.�(�$�.�ð
�.�$�*�) �+�-�*���'� �(�Ú �2� �1� �-�$�!�4 �*�0�- �(�*��� �' ���)�� �+�-�*��� ���0�-� �!�*�-
� �3�/�-�����/�$�)�"R ���)�� T �*�) �� �+�-�*���'� �( �2�$�/�# �� �&�)�*�2�) �.�*�'�0�/�$�*�)�Ù
���+� ���$�ž�����'�'�4�Ú �2� ���*�)�.�$��� �- �� �.�/� �+ ���#���)�"� �$�) �2���/� �- ��� �+�/�#�Ú
�!�-�*�(H1 �/�*H2 ���/x = 0 �ø���$�"�0�-� �¦���ù�Ù

���#� �-� �Ÿ� ���/�$�*�)���/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/�. �$�) �/�#� �'�$�)� ���-
�'�*�)�" �2���1� �ø�
�
���Úk1H1 � 1 ���)�� k2H2 � 1�ù �'�$�(�$�/ ���-� �2� �'�'
�&�)�*�2�) �ø�
���(�� �Ú�¦�®�¥�ª�ù�Û

���¸�»��RLLW =

p
H1 �

p
H2p

H1 +
p

H2
;

���)�� �/�#� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/ �$�.

���¸�¼��TLLW =
2
p

H1p
H1 +

p
H2

:

���#� �.� �1���'�0� �. ���-� �/�#� ���)�/�$���$�+���/� �� �'�$�(�$�/�. �!�*�-R ���)�� T �$�)
�/�#� �'�*�2 �!�-� �,�0� �)���4 �'�$�(�$�/�Ù

���3�����/ ���'�*�.� �� �!�*�-�( � �3�+�-� �.�.�$�*�)�. �!�*�-R ���)�� T ���-� �)�*�/
���1���$�'�����'� �*�0�/�.�$��� �/�#� �
�
�� �'�$�(�$�/�Ú ���)�� �$�)�.�/� ���� �/�#� �+�-�*���ð
�'� �( �(�0�.�/ ��� �.�*�'�1� �� �)�0�(� �-�$�����'�'�4 �*�- �0�.�$�)�" ���+�+�-�*�3�$�(���ð
�/�$�*�)�. �ø��� �2�(���) �Ú�¦�®�«�ª�Ü���$�'� �.�Ú�¦�®�«�¬�Ü���$�)�"� �(���)�.�Ú�¦�®�®�¬�ù�Ù
�	�*�2� �1� �-�Ú �$�) �/�#� �#�$�"�# �!�-� �,�0� �)���4 �'�$�(�$�/�Ú �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4
�2���1� �. �2�$�'�' ��� ���*�)�ž�)� �� �/�* �/�#� �2���/� �- �.�0�-�!����� ���)�� �2�$�'�' �)�*�/
�.� �)�.� �/�#� ���#���)�"� �$�) �2���/� �- ��� �+�/�#�Ù �	� �)��� �/�#� �#�$�"�# �!�-� �ð
�,�0� �)���4 �'�$�(�$�/�. ���-� R ! 0�ÚT ! 1�Ù

�·�é�´ ���$�(�0�'���/�$�*�) �-� �.�0�'�/�.

���0�- �$�)�$�/�$���' �1� �-�/�$�����' �.� �� �.�0�-�!����� ���$�.�+�'����� �(� �)�/ �$�. �� �����0�.�ð
�.�$���)�Ú

���¹�³��� 0(x) = A0 exp
�

� (x � x0)2

2� 2

�
;

�2�#� �-� A0 = 1 �( �$�. �/�#� ���(�+�'�$�/�0��� �Úx0 �$�. �/�#� ��� �)�/� �- �*�!
�/�#� �����0�.�.�$���) ���)��� �$�. �/�#� �2�$���/�# �*�! �/�#� �����0�.�.�$���)�Ù ��� �.� �/
x0 = � 15 �&�( ���)�� � = 1 �&�(�Ú �2�#�$���# �+�-�*�1�$��� �. �� �2���1� 
�+�����&� �/ �/�#���/ �$�)���'�0��� �. ���$�.�+� �-�.�$�1� �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. ���/
�!�-� �,�0� �)���$� �. �����*�1� �/�#� �
�
�� �'�$�(�$�/�Ù ��� �0�.� �/�#� � �$�"� �)�ð
�(�*��� �.�*�'�0�/�$�*�) ���)�� ���*�0�-�$� �- �/�-���)�.�!�*�-�(�. �$�) �/�#� x ���$�-� ���ð
�/�$�*�) �ø�0�.�$�)�" �������. �*�) �/�#� �.�$�(�0�'���/�$�*�) �"�-�$���ù �/�* ��� �/� �-�(�$�)� 
�/�#� �+�-� �.�.�0�-� ���)�� �+���-�/�$���'� �1� �'�*���$�/�$� �. �$�) �/�#� �2���/� �- ���*�-�-� �ð
�.�+�*�)���$�)�" �/�* �� �2���1� �+�����&� �/ �+�-�*�+���"���/�$�)�" �$�) �/�#� + x ���$�-� ���ð
�/�$�*�) �2�$�/�# �.�0�-�!����� ���(�+�'�$�/�0��� �ø�¹�³�ù�Ù ���#� �$�)�$�/�$���' ���*�)���$�/�$�*�)�.

���-� �.�#�*�2�) �$�) �ž�"�0�-� �¨ ���)�� �/�$�(� �ð���*�(���$�) �.�$�(�0�'���/�$�*�) �-� �ð
�.�0�'�/�. ���-� �.�#�*�2�) �$�) �ž�"�0�-� �©�Ù ���*�-�(���' ���$�.�+� �-�.�$�*�) �$�. �1�$�.�$���'� 
���/ �#�$�"�# �!�-� �,�0� �)���$� �.�Ù ��� �����0�.� H2 < H 1�Ú �/�#� �-� �Ÿ� ���/�$�*�)
���*� �¢���$� �)�/ �$�. �+�*�.�$�/�$�1� ���)�� �/�#� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/
�$�. �"�-� ���/� �- �/�#���) �0�)�$�/�4�Ù

�·�é�µ ��� �!�'� ���/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �D�$���$� �)�/�.

���-�*�( �/�#� �.�$�(�0�'���/�$�*�) �����/���Ú �2� � �3�/�-�����/ �/�#� �.�$�(�0�'���/�$�*�)
�-� �Ÿ� ���/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/�. �0�.�$�)�" �ø�¸�µ�ù ���)��
�ø�¸�¶�ù�Ú �-� �.�+� ���/�$�1� �'�4�Ù ��� �.�0�'�/�. ���-� �.�#�*�2�) �$�) �ž�"�0�-� �ª�Ù ���#� 
�-� �Ÿ� ���/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/�. �(���/���# �/�#� �
�
��
�.�*�'�0�/�$�*�)�.�Ú �"�$�1� �) �$�) �ø�¸�»�ù ���)�� �ø�¸�¼�ù�Ú �$�) �/�#� �'�*�2 �!�-� �,�0� �)���4
�'�$�(�$�/�Ú ���0�/ ���$�¡� �- ���/ �#�$�"�# �!�-� �,�0� �)���4 ���. �.� � �) �$�) �+�-� �1�$�*�0�.
�.�/�0���$� �. �ø��� �2�(���) �Ú�¦�®�«�ª�Ü���$�'� �.�Ú�¦�®�«�¬�Ü���$�)�"� �(���)�.�Ú�¦�®�®�¬�ù�Ù

���$�"�0�-� �¶���$�(�0�'���/�$�*�) �$�)�$�/�$���' ���*�)���$�/�$�*�)�.�ë ���� �.� �� �.�0�-�!����� ���$�.�ÿ
�+�'����� �(� �)�/�ê ���� �+�-� �.�.�0�-� �ê ���� �#�*�-�$�5�*�)�/���' �+���-�/�$���'� �1� �'�*���$�/�4�ê ����
�1� �-�/�$�����' �+���-�/�$���'� �1� �'�*���$�/�4�é

���$�"�0�-� �·���$�(�0�'���/�$�*�) �-� �.�0�'�/�. �!�*�- �/�#� �.�/� �+ ���#���)�"� �$�) �2���/� �-
��� �+�/�# �+�-�*���'� �(�ê �.�#�*�2�$�)�" �1� �-�/�$�����' ���$�.�+�'����� �(� �)�/ �*�) �/�#� �.�0�-�ÿ
�!����� ��z = 0 �� �/�#�-�*�0�"�# �/�$�(� �é

�» �����
�����
���� � �1�*�'�0�(� �µ�é�´ � �µ�³�µ�¶



�����
�����
���� � ���������������	 �������
���
�� � ���3���$�/���/�$�*�) �*�! ���'� �3�0�-���' ���-���1�$�/�4 ���)�� ���3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �����1� �.

���$�"�0�-� �¸��� �!�'� ���/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �D�$���$� �)�/�. �!�*�- �/�#� 
�.�/� �+ ���#���)�"� �$�) �2���/� �- ��� �+�/�# �+�-�*���'� �(�ê �2�#�$���# ���+�+�-�*�����# �/�#� 
�'�$�)� ���- �'�*�)�" �2���1� ���
�
���� �.�*�'�0�/�$�*�) �$�) �/�#� �'�*�2 �!�-� �,�0� �)���4 �'�$�(�$�/�é

�¸ ��� �!�'� ���/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �D�$�ÿ
���$� �)�/�. �!�*�- �$��� �ÿ���*�1� �-� �� �2���/� �-

�	���1�$�)�" �1� �-�$�ž� �� �*�0�- �+�-�*��� ���0�-� �!�*�- ��� �/� �-�(�$�)�$�)�" �-� �Ÿ� ���ð
�/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/�. �!�-�*�( �/�$�(� �ð���*�(���$�)
�.�$�(�0�'���/�$�*�)�.�Ú �2� �)�*�2 �/�0�-�) �/�* �/�#� �+�-�*���'� �( �*�! �2���1� �$�)�/� �-�ð
�����/�$�*�) �2�$�/�# �Ÿ�*���/�$�)�" �$��� �.�#� �'�1� �. �ø���$�"�0�-� �¦���ù�Ù

�¸�é�´ ���$�(�0�'���/�$�*�) �-� �.�0�'�/�.

��� �0�.� �/�#� �.���(� �$�)�$�/�$���' ���*�)���$�/�$�*�)�. �!�*�- �/�#� �2���1� �+�����&� �/
���. �0�.� �� �$�) �/�#� �.�/� �+ ���#���)�"� �$�) ��� �+�/�# �+�-�*���'� �(�Ù �
�)���$�ð
��� �)�/ �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. �$�) �/�#� �*�+� �) �2���/� �- �$�(�+�����/
�/�#� �$��� �.�#� �'�!�Ú � �3���$�/�$�)�" ���*�/�# �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 ���)�� � �3�/� �)�ð
�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �.�Ù ���#� �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. ���-� ���*�(�ð
�$�)���)�/�'�4 � �3�+�-� �.�.� �� �$�) �/�#� �1� �-�/�$�����' ���*�(�+�*�)� �)�/�. �ø�ž�"�0�-� �«�ù
���)�� � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �. ���-� ���*�(�$�)���)�/�'�4 � �3�+�-� �.�.� ��
�$�) �/�#� �#�*�-�$�5�*�)�/���' ���*�(�+�*�)� �)�/ �ø�ž�"�0�-� �¬�ù�Ù ��� ���'�.�* �.�#�*�2
�/�#� �#�*�-�$�5�*�)�/���' �)�*�-�(���' �.�/�-� �.�.� xx �$�) �ž�"�0�-� �­�Ù ���#� �'���-�"� �.�/
�.�/�-� �.�.� �. ���-� �����-�-�$� �� ���4 �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ú �)�*�/ � �3�ð
�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �.�Ù ��� �����0�.� �/�#� �.� �2���1� �. ���-� �$�) �/�#� 
�'�*�)�" �2���1� �'� �)�"�/�# �'�$�(�$�/ �2�#� �-� �+�'���/� �/�#� �*�-�4 �$�. �1���'�$���Ú � �,�0���ð
�/�$�*�) �ø�·�¶�ù ���*�0�'�� ���'�.�* �#���1� ��� � �) �0�.� �� �/�* �����'���0�'���/� �.�/�-� �.�.� �.
�!�-�*�( �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. ���/ �/�#� �$��� �.�#� �'�! �.�0�-�!����� �Ú ��� � �-
���*�0�-�$� �- �/�-���)�.�!�*�-�(�$�)�" �/�#� �.�$�(�0�'���/�$�*�) �-� �.�0�'�/�.�Ù

�¸�é�µ ��� �!�'� ���/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �D�$���$� �)�/�.

���*�'�'�*�2�$�)�" �/�#� �+�-�*��� ���0�-� ��� �.���-�$��� �� �$�) �.� ���/�$�*�)�¨�Ù�§�Ú
�2� �����'���0�'���/� �-� �Ÿ� ���/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/�.�Ù
���#� �.� �+�-�*�+���"���/�$�)�" �2���1� �-� �Ÿ� ���/�$�*�)���/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) �-� �.�0�'�/�.
���-� �*�)�'�4 �1���'�$�� ���2���4 �!�-�*�( �/�#� �$��� �.�#� �'�! � ���"� �Ú �2�#� �-� �������$�ð
�/�$�*�)���' � �1���)� �.��� �)�/ �(�*��� �. ���*�)�/�-�$���0�/� �/�* �/�#� �(�*�/�$�*�)�.�Ù ��� �ð
�.�0�'�/�. ���-� �.�#�*�2�) �$�) ���$�"�0�-� �®�Ù ��� ��� �"�$�) ���4 � �3�+�'���$�)�$�)�" �/�#� 
�-� �Ÿ� ���/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) �*�! �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 ���)�� �Ÿ� �3�0�ð
�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. �ø���$�"�0�-� �®���ù�Ú ���*�/�# �,�0���)�/�$�ž� �� �$�) �/� �-�(�. �*�!
�/�#� �1� �-�/�$�����' ���$�.�+�'����� �(� �)�/ ���(�+�'�$�/�0��� �*�) �/�#� �2���/� �- �*�- �$��� 
�.�0�-�!����� �Ù ���/ �'�*�2 �!�-� �,�0� �)���$� �.�Ú �/�#� �-� �.�0�'�/�. �(���/���# � �3�+� ���/���ð
�/�$�*�)�. �!�-�*�( �'�$�)� ���- �'�*�)�" �2���1� �/�#� �*�-�4 �2�$�/�#�*�0�/ �$��� �Ú �$�'�'�0�.�/�-���/�ð
�$�)�" �/�#���/ �/�#� �������$�/�$�*�)���' �$�)� �-�/�$�� ���)�� � �'���.�/�$�� �-� �.�$�.�/���)��� �/�*
�Ÿ� �3�0�-� �*�! �/�#� �$��� ���-� �)� �"�'�$�"�$���'� �Ü ��� �����0�.� H2 < H 1�Ú �/�#� 
�/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/ �$�. �"�-� ���/� �- �/�#���) �0�)�$�/�4 �øT > 1�ù �$�)

�/�#� �'�*�2�ð�!�-� �,�0� �)���4 �'�$�(�$�/�Ù ���. �!�-� �,�0� �)���4 �$�)���-� ���.� �.�ÚR ���)��
T ���*�/�# ��� ���-� ���.� �Ú ���. �.� � �) �!�*�- �/�#� �.�/� �+ ���#���)�"� �$�) ��� �+�/�#
�+�-�*���'� �( �2�$�/�#�*�0�/ �$��� �ø���$�"�0�-� �ª�ù�Ù ���#� ��� ���-� ���.� �*�!R �!�*�-
�/�#�$�. �+�-�*���'� �( ���-�$�.� �. �!�-�*�( �/�#� �.�#�*�-�/� �- �2���1� �'� �)�"�/�# �2���1� �.�Ú
�2�#�$���# �$�)�1�*�'�1� �(�*�/�$�*�)�. �*�! �/�#� �2���/� �- ���/ ��� �+�/�#�. �*�! �*�-��� �-
�/�#� �2���1� �'� �)�"�/�#�Ú ��� ���*�(�$�)�" �'� �.�. �.� �)�.�$�/�$�1� �/�* �/�#� �2���/� �-
��� �+�/�#�Ù �
�) �/�#� �#�$�"�# �!�-� �,�0� �)���4 �'�$�(�$�/�Ú �/�#� �2���1� �. �.�$�(�+�'�4
�+�-�*�+���"���/� �����-�*�.�. �/�#� �.�/� �+ �2�$�/�#�*�0�/ �-� �Ÿ� ���/�$�*�)�Ù �
�) ���*�)�ð
�/�-���.�/�Ú �!�*�- �/�#� �$��� �.�#� �'�! �+�-�*���'� �(�Ú �/�#� �-� �Ÿ� ���/�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/
��� �"�$�)�. �$�)���-� ���.�$�)�" ���-�*�0�)�� �¥�Ù�¥�¦ �	�5 ���. �/�#� �.�/�$�¡�)� �.�. ���)��
�$�)� �-�/�$�� �*�! �/�#� �$��� �.�#� �'�! ��� �"�$�) �/�* �$�(�+� ��� �2���1� �/�-���)�.�(�$�.�ð
�.�$�*�)�Ù ���#� ���)�/�$���$�+���/� �� �#�$�"�# �!�-� �,�0� �)���4 �'�$�(�$�/ �!�*�-R �$�. �0�)�$�/�4�Ú
�(� ���)�$�)�" �/�#���/ �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. ���-� �!�0�'�'�4 �-� �Ÿ� ���/� ���Ù

��� �3�/ �2� � �3���(�$�)� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) �*�! � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(��
�2���1� �.�Ú �2�#�$���# �2� �,�0���)�/�$�!�4 �$�) �/� �-�(�. �*�! �/�#� �#�*�-�$�5�*�)�/���' ���$�.�ð
�+�'����� �(� �)�/ ���(�+�'�$�/�0��� �*�) �/�#� �$��� �.�0�-�!����� �ø���$�"�0�-� �®���Ú���ù�Ù
���#� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/ �$�)���-� ���.� �. ���. �!�-� �,�0� �)���4 ��� �ð
���-� ���.� �.�Ú �+���.�.�$�)�" �/�#�-�*�0�"�# �0�)�$�/�4 ���-�*�0�)�� �¥�Ù�¥�¥�¦ �	�5�Ù ���-���)�.�ð
�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/�. �'���-�"� �- �/�#���) �0�)�$�/�4 �$�)���$�����/� �/�#���/ �#�*�-�ð
�$�5�*�)�/���' ���$�.�+�'����� �(� �)�/�. �*�! �/�#� �$��� �.�0�-�!����� �����-�-�$� �� ���4 � �3�ð
�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �. � �3��� � �� �1� �-�/�$�����' ���$�.�+�'����� �(� �)�/�. �*�!
�/�#� �$�)���$��� �)�/ �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ù �
�) �/�#� �'�*�2 �!�-� �,�0� �)���4 �'�$�(�$�/�Ú
T ���$�1� �-�"� �. ���.! � 1�Ú �� ��� �#���1�$�*�- �/�#���/ �2� � �3�+�'���$�) �$�) �/�#� �)� �3�/
�.� ���/�$�*�)�Ù

�¸�é�¶ ��� ���#���)�$�.�( �!�*�- � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� 
� �3���$�/���/�$�*�)

�
�) �/�#�$�. �.� ���/�$�*�) �2� �+�-�*�1�$��� �� �,�0���)�/�$�/���/�$�1� �/�#� �*�-�4 �!�*�- �/�#� 
� �3���$�/���/�$�*�) �*�! � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �. ���4 �$�)���$��� �)�/ �.�0�-�ð
�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ù ���#� �$�)���$��� �)�/ �2���1� �. �����0�.� �+�-� �.�ð
�.�0�-� ���#���)�"� �. �$�) �/�#� �2���/� �- ���*�'�0�(�) ���)�� �/�#� �.� �+�-� �.�.�0�-� 
���#���)�"� �. � �3� �-�/ �� �#�*�-�$�5�*�)�/���' �!�*�-��� �*�) �/�#� �.�0���(� �-�"� �� �+�*�-�ð
�/�$�*�) �*�! �/�#� �$��� �.�#� �'�! � ���"� �Ù ���#�$�. � �3���$�/� �. � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(��
�2���1� �.�Ù ���#�$�. ���*�)��� �+�/�0���' �(� ���#���)�$�.�( �2���. �.�0�"�"� �.�/� �� ���4
���#� �) � �/ ���'�Ù�ø�§�¥�¦�­�ù�Ú �2�#�$���# �2� � �3�/� �)�� �,�0���)�/�$�/���/�$�1� �'�4 ���. �!�*�'�ð
�'�*�2�.�Ù

���*�)�.�$��� �- ���) �$�)���$��� �)�/�Ú �/�$�(� �ð�#���-�(�*�)�$�� �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4
�2���1� �*�! ���(�+�'�$�/�0��� A�Ù ���#� �2���1� ���(�+�'�$�/�0��� ���/ �/�#� �$��� 
�.�#� �'�! � ���"� ���$�¡� �-�. �!�-�*�(A ��� �����0�.� �*�! �/�#� �.�0�+� �-�+�*�.�$�/�$�*�)
�*�! �$�)���$��� �)�/ ���)�� �-� �Ÿ� ���/� �� �2���1� �.�Ù ���4 �)� �"�'� ���/�$�)�" � �1���)� �.�ð
��� �)�/ �(�*��� �.�Ú �2� ���+�+�-�*�3�$�(���/� �/�#� ���(�+�'�$�/�0��� ���/ �/�#� � ���"� 
���. (1 + R)A�Ú �2�#� �-� R �$�. �/�#� �!�-� �,�0� �)���4�ð��� �+� �)��� �)�/ �.�0�-�ð
�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �-� �Ÿ� ���/�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/�Ù ��� �3�/ �2� � �.�/�$�ð
�(���/� �/�#� �+�-� �.�.�0�-� ���#���)�"� �$�) �/�#� �2���/� �- ���*�'�0�(�) ���.�.�*���$�ð
���/� �� �2�$�/�# �/�#� �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. ���.p = � w g(1+ R)IA �Ú
�2�#� �-� 

���¹�´��I (! ) =
� w

� i H i

Z 0

� ( � i =� w )H i

cosh(k(z + H1))
cosh(kH 1)

dz;

�$�. �/�#� �)�*�-�(���'�$�5� �� �$�)�/� �"�-���' �*�! �/�#� ��� �+�/�#�ð��� �+� �)��� �)�/ �+�-� �.�ð
�.�0�-� ���#���)�"� �. �!�-�*�( �/�#� � �$�"� �)�(�*��� �.�*�'�0�/�$�*�) �"�$�1� �) �$�) ���+�ð
�+� �)���$�3�� ���)�� k �$�. �/�#� �2���1� �)�0�(��� �- �*�! �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4
�2���1� �. ���/ ���)�"�0�'���- �!�-� �,�0� �)���4! �Ù ���#� �)�*�-�(���'�$�5���/�$�*�) �$�.
���#�*�.� �) �.�* �/�#���/I ! 1 �$�) �/�#� �'�*�2 �!�-� �,�0� �)���4 �'�$�(�$�/ �økH i �
1�ù �2�#� �-� �+�-� �.�.�0�-� ���#���)�"� �. ���-� ���+�+�-�*�3�$�(���/� �'�4 �0�)�$�!�*�-�(
�*�1� �- �/�#� �.�0���(� �-�"� �� �+�*�-�/�$�*�) �*�! �/�#� �.�#� �'�! �!�-�*�)�/�Ù ��� �ž�)��
�/�#���/I � 1 �*�1� �- �!�-� �,�0� �)���$� �. �*�! �$�)�/� �-� �.�/ �$�) �/�#�$�. �.�/�0���4�Ù ���#�$�.
�+�-� �.�.�0�-� ���#���)�"� �"�$�1� �. �-�$�.� �/�* �� �)� �/ �#�*�-�$�5�*�)�/���' �!�*�-��� 

���¹�µ��
F = p

� i

� w
H i

= � i g(1 + R)IAH i :

�¼ �����
�����
���� � �1�*�'�0�(� �µ�é�´ � �µ�³�µ�¶
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���� � ���������������	 �������
���
�� � ���3���$�/���/�$�*�) �*�! ���'� �3�0�-���' ���-���1�$�/�4 ���)�� ���3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �����1� �.

���$�"�0�-� �¹������ ��� �-�/�$�����' ���$�.�+�'����� �(� �)�/ ���)�� ������ �1� �-�/�$�����' �1� �'�*���$�/�4 �*�) �/�#� �*�+� �)�ÿ�2���/� �- ���)�� �$��� �.�0�-�!����� �é ���0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. �$�) �/�#� 
�*�+� �)�ÿ�2���/� �- �-� �"�$�*�) ���-� �)�*�-�(���'�'�4 ���$�.�+� �-�.� �� �2�$�/�# �/�#� �'�*�)�"� �.�/ �2���1� �'� �)�"�/�#�. �/�-���1� �'�$�)�" ���/ �/�#� �'�$�)� ���- �'�*�)�" �2���1� �.�+� � ��

p
gH1�é ���#� 

�$��� �.�#� �'�! �-� �.�+�*�)�.� �$�. ���*�(�$�)���/� �� ���4 ���)�*�(���'�*�0�.�'�4 ���$�.�+� �-�.� �� �!�'� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�ê �2�$�/�# �/�#� �'�*�)�"� �.�/ �2���1� �'� �)�"�/�#�. �/�-���1� �'�$�)�" ���/
�/�#� �'�$�)� ���- �'�*�)�" �2���1� �.�+� � ��

p
gH2�é

���$�"�0�-� �º������ �	�*�-�$�5�*�)�/���' ���$�.�+�'����� �(� �)�/ ���)�� ������ �#�*�-�$�5�*�)�/���' �1� �'�*���$�/�4 �*�) �/�#� �*�+� �)�ÿ�2���/� �- ���)�� �$��� �.�0�-�!����� �é �
�) �������$�/�$�*�) �/�* �.�0�-�!����� 
�"�-���1�$�/�4 �2���1� �. �$�) �/�#� �*�+� �)�ÿ�2���/� �- �-� �"�$�*�) ���)�� �!�'� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. �$�) �/�#� �$��� �ÿ���*�1� �-� �� �2���/� �-�ê �2� ���'�.�* �.� � � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(��
�2���1� �.�é ���#� �.� �#���1� �(�$�)�$�(���' ���$�.�+� �-�.�$�*�)�ê ���*�(�$�)���)�/�'�4 �#�*�-�$�5�*�)�/���' �+���-�/�$���'� �(�*�/�$�*�)�.�ê ���)�� �+�-�*�+���"���/� ���-�*�0�)�� �/�#� �+�'���)� �.�/�-� �.�. ���ÿ
�2���1� �.�+� � �� �*�! �$��� �é

��� �3�/ �2� ���.�.�0�(� �/�#���/ �/�#�$�. �!�*�-��� �"� �)� �-���/� �. ���) � �¡� ���/�$�1� �'�4
�¦�� � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �2�$�/�# ��� �+�/�#�ð�$�)��� �+� �)��� �)�/
�)�*�-�(���' �.�/�-� �.�.� xx ���)�� �#�*�-�$�5�*�)�/���' �+���-�/�$���'� �1� �'�*���$�/�4vx �Ù
���#� ��� �+�/�#�ð�$�)��� �+� �)��� �)��� �*�! �/�#� �.� �ž� �'���. �#�*�'���. ���.�4�(�+�ð
�/�*�/�$�����'�'�4 �$�) �/�#� �'�$�(�$�/ �*�! �#�*�-�$�5�*�)�/���' �2���1� �'� �)�"�/�#�. �"�-� ���/�'�4
� �3��� � ���$�)�" �$��� �/�#�$���&�)� �.�.�Ú ���. � �1�$��� �)�/ �!�-�*�( �/�#� � �$�"� �)�!�0�)���ð
�/�$�*�)�. �$�) ���+�+� �)���$�3�� �Ù ���#�$�. �'�$�(�$�/ �$�. �2� �'�' �%�0�.�/�$�ž� �� �!�*�- �!�-� �ð
�,�0� �)���$� �. �*�! �$�)�/� �-� �.�/�Ù ���#� �.�/�-� �.�. ���)�� �+���-�/�$���'� �1� �'�*���$�/�4
���-� �-� �'���/� �� ���4 �/�#� � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �$�(�+� �����)��� �Û
� � xx = � i cpsvx �Ú �2�#� �-� �2� �#���1� ���.�.�0�(� �� �/�#���/ �/�#� �+�#���.� 
�1� �'�*���$�/�4 �$�. ���+�+�-�*�3�$�(���/� �'�4cps �ø���$�"�0�-� �§���ù�Ù ���*�-��� �����'���)��� 
�-� �,�0�$�-� �.F = � � xx H i �Ú �.�0���# �/�#���/� � xx = � i g(1 + R)IA �Ù
�
�)�.� �-�/�$�)�" �/�#�$�. �$�)�/�* �/�#� �$�(�+� �����)��� �-� �'���/�$�*�)�Ú �2� �*���/���$�)
vx = ( g=cps )(1 + R)IA �Ù ���$�)���'�'�4�Ú �0�.�$�)�"vx = � i!u x �Ú �2� 
�*���/���$�) �/�#� � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢�ð

���$� �)�/ �ø��� �ž�)� �� ���. �/�#� �-���/�$�*ux =A�ù

���¹�¶��Tx;e (! ) =
ig[1 + R(! )]I (! )

!c ps
:

���#�$�. �+�-� ���$���/�$�*�)�Ú �0�.�$�)�" �/�#� R(! ) ��� �-�$�1� �� �!�-�*�( �/�#� �.�$�(�ð
�0�'���/�$�*�)�.�Ú �$�. �+�'�*�/�/� �� �$�) ���$�"�0�-� �®���Ú���Ù ���#� �-� �$�. � �3��� �'�'� �)�/
���"�-� � �(� �)�/ �2�$�/�# �/�#� �.�$�(�0�'���/�$�*�)�ð��� �-�$�1� ��Tx;e (! )�Ù ��� 
�)�*�/� �/�#���/ �$�) �/�#� �'�*�2 �!�-� �,�0� �)���4 �'�$�(�$�/ �ø�$�Ù� �Ù�Ú �1� �-�4 �'�*�)�" �+� �ð
�-�$�*�� �����)���ù�Ú �2�#� �-� �/�#� �$��� �#���. �)� �"�'�$�"�$���'� � �¡� ���/ �*�) �"�-���1�$�/�4
�2���1� �+�-�*�+���"���/�$�*�) � �3��� �+�/ ���4 �(�*���$�!�4�$�)�" �/�#� �2���/� �- ��� �+�/�#�Ú
�2� �����) ���+�+�-�*�3�$�(���/� R(! ) � RLLW �Ú �2�#�$���# �$�. �$�)��� �+� �)�ð
��� �)�/ �*�! �!�-� �,�0� �)���4�Ú ���)��I (! ) � 1�Ù ���#�$�. �-� �1� ���'�. �/�#� Tx;e /
! � 1 ���$�1� �-�"� �)��� �.� � �) �$�) �*�0�- �.�$�(�0�'���/�$�*�) �-� �.�0�'�/�. �ø���$�"�0�-� 
�®���Ú���ù�Ù

�´�³ �����
�����
���� � �1�*�'�0�(� �µ�é�´ � �µ�³�µ�¶
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���� � ���������������	 �������
���
�� � ���3���$�/���/�$�*�) �*�! ���'� �3�0�-���' ���-���1�$�/�4 ���)�� ���3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �����1� �.

���$�"�0�-� �»��� �)�.�$�'� ���)�� ���*�(�+�-� �.�.�$�*�)���' �#�*�-�$�5�*�)�/���' �)�*�-�(���' �.�/�-� �.�.� �. ��� xx �� �$�) �/�#� �$��� ���)�� �(�$�)�0�. �+�-� �.�.�0�-� ��� p�� �$�) �/�#� �2���/� �-�ê �#�$�"�#�ÿ
�'�$�"�#�/ �/�#� �+�-�*�+���"���/�$�)�" �'�*�)�" �2���1� �'� �)�"�/�# � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �. ���)�� �.�#�*�-�/� �- �2���1� �'� �)�"�/�# �!�'� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�é ���#� � �3�/� �)�ÿ
�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� � �3�#�$���$�/�. �.�4�(�(� �/�-�$�� �.�/�-� �.�.�$�)�" �����*�0�/ �/�#� ��� �)�/� �-�'�$�)� �*�! �/�#� �$��� �.�#� �'�!�ê �2�#� �-� ���. �/�#� �!�'� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� � �3�#�$���$�/�.
���)�/�$�.�4�(� �/�-�$�� �.�/�-� �.�.�$�)�"�é ���#� �'���-�"� �.�/ �.�/�-� �.�. ���#���)�"� �. ���-� �����-�-�$� �� ���4 �/�#� �!�'� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�é

�¸�é�· ���$�'�/ ���*�)�/�-�$���0�/�$�*�) �/�* �#�*�-�$�5�*�)�/���' �.� �$�.�(�*�(� �ÿ
�/� �- �(� ���.�0�-� �(� �)�/�.

���0�- �/�#� �*�-�4 ���)�� �.�$�(�0�'���/�$�*�) �-� �.�0�'�/�. �+�-�*�1�$��� �� �+�-� ���$���ð
�/�$�*�) �*�! ���*�/�# �#�*�-�$�5�*�)�/���' ���)�� �1� �-�/�$�����' ���$�.�+�'����� �(� �)�/�. �*�!
�/�#� �$��� �.�#� �'�! �.�0�-�!����� �Ú �2�#�$���# �����) ��� ���*�(�+���-� �� �/�* �.� �$�.�ð
�(�$�� �*���.� �-�1���/�$�*�)�.�Ù �	� �-� �2� ���*�(���$�)� �+�-� �1�$�*�0�. �-� �.�0�'�/�.
�/�* �+�-� ���$���/ �/�#� �!�-� �,�0� �)���4�ð��� �+� �)��� �)�/ �-���/�$�* �*�! �#�*�-�$�5�*�)�ð
�/���' �/�* �1� �-�/�$�����' ���$�.�+�'����� �(� �)�/�.�Ù ��� ���.�.�0�(� �/�#���/ �#�*�-�ð
�$�5�*�)�/���' ���$�.�+�'����� �(� �)�/�. ���-� ���*�(�$�)���/� �� ���4 � �3�/� �)�.�$�*�)���'
�
���(�� �2���1� �. ���)�� �/�#���/ �1� �-�/�$�����' ���$�.�+�'����� �(� �)�/�. ���-� ���*�(�ð
�$�)���/� �� ���4 �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ù ���#� �+�-� ���$���/� �� ���$�.�ð
�+�'����� �(� �)�/ �-���/�$�* �$�. �/�#� �-� �!�*�-� ���+�+�-�*�3�$�(���/� �� ���.jux j=juz j�
jTx;e (! )j=jTz;f (! )j�Ù ��� �!�*���0�. �*�) �/�#� �'�*�2 �!�-� �,�0� �)���4 �'�$�(�$�/
�2�#� �-� �/�#� �$��� �#���. �(�$�)�$�(���' �$�)�Ÿ�0� �)��� �*�) �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�ð
�$�/�4 �2���1� �.�Ú � �3��� �+�/ ���4 �-� ���0���$�)�" �/�#� �2���/� �- ��� �+�/�#�Ú �.�* �/�#���/
Tz;f (! ) �����) ��� ���+�+�-�*�3�$�(���/� �� ���. �/�#� �
�
�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�)
���*� �¢���$� �)�/ �ø�¸�¼�ù�Ù ���$�(�$�'���-�'�4�Ú �/�#� �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� 
�-� �Ÿ� ���/�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/ �����) ��� ���+�+�-�*�3�$�(���/� �� �0�.�$�)�" �ø�¸�»�ù�Ù
���#� �)�Ú �0�.�$�)�" �/�#� �.� �-� �.�0�'�/�. �$�) �ø�¹�¶�ù�Ú ���)�� �)�*�/�$�)�" �/�#���/ �!�*�- �/�#� 
�
�
�� �+�-�*���'� �( 1 + RLLW = TLLW �Ú �2� �ž�)�� �/�#� �+�-� ���$���/� ��
�#�*�-�$�5�*�)�/���'�ð�/�*�ð�1� �-�/�$�����' ���$�.�+�'����� �(� �)�/ �-���/�$�*
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�2�$�/�# �/�#� �'���/�/� �- � �3�+�-� �.�.�$�*�) �0�.�$�)�" �/�#� �1���'�0� �*�!cps �!�*�- �*�0�-
�.�$�(�0�'���/�$�*�) �+���-���(� �/� �-�.�Ù ���#�0�. �1� �-�/�$�����' ���$�.�+�'����� �(� �)�/�.
���-� �+�-� ���$���/� �� �/�* ��� �'���-�"� �- �/�#���) �#�*�-�$�5�*�)�/���' ���$�.�+�'����� �(� �)�/�.

�!�*�- �!�-� �,�0� �)���$� �. �"�-� ���/� �- �/�#���)� �¦ �(�	�5�Ú �2�#� �-� ���. �#�*�-�$�5�*�)�ð
�/���' ���$�.�+�'����� �(� �)�/�. �2�$�'�' ��� �'���-�"� �- �!�*�- �'�*�2� �- �!�-� �,�0� �)���$� �.�Ù

���#�$�. �+�-� ���$���/�$�*�) �$�. �$�) ���+�+���-� �)�/ ���*�)�/�-�����$���/�$�*�) �/�* �*���.� �-�ð
�1���/�$�*�)�.�Ú �2�#�$���# �����) ��� �!�*�0�)�� �$�) �+�*�2� �- �.�+� ���/�-���' ��� �)�.�$�/�4
�+�'�*�/�. �!�*�- �#�*�-�$�5�*�)�/���' ���)�� �1� �-�/�$�����' �.� �$�.�(�*�(� �/� �- �����/�� �$�)
���$�"�0�-� �¨ �*�!���-�*�(�$�-�.�&�$ � �/ ���'�Ù�ø�§�¥�¦�¬�ù�Ù ���#� �*���.� �-�1���/�$�*�)�.
�.�#�*�2 �'���-�"� �- �#�*�-�$�5�*�)�/���' �(�*�/�$�*�)�. �)�*�/ �%�0�.�/ �$�) �/�#� �1� �-�4 �'�*�)�"
�+� �-�$�*�� �����)�� ���0�/ ���'�.�* �$�) �/�#� �$�)�!�-���"�-���1�$�/�4 �����)���Ù ���#� �-� 
���-� �.� �1� �-���' �+�*�.�.�$���'� � �3�+�'���)���/�$�*�)�. �!�*�- �/�#�$�. ���$�.���-� �+���)���4�Ù
���$�-�.�/�Ú �/�#� �-� ���*�0�'�� ��� �.�*�(� �������$�/�$�*�)���' � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(��
�2���1� �.�*�0�-��� �/�#���/ �$�. �0�)�������*�0�)�/� �� �!�*�- �$�) �*�0�- �(�*��� �'�Ù ���0�-�ð
���0�'� �)�/ ���-���" ���'�*�)�" �/�#� �����.� �*�! �/�#� �$��� �.�#� �'�! ���0�-�$�)�" �2���1� 
�(�*�/�$�*�)�. �$�) �/�#� �.�0���ð�.�#� �'�! �����1�$�/�4 �2�*�0�'�� �+�-�*�1�$��� ���) �����ð
���$�/�$�*�)���' �#�*�-�$�5�*�)�/���' �!�*�-��� �/�#���/ �2�*�0�'�� � �3���$�/� � �3�/� �)�.�$�*�)���'
�
���(�� �2���1� �.�Ù ���-���" �*�! �/�#�$�. �!�*�-�( �$�. �2�$��� �'�4 �0�.� �� �$�) �.�#���'�ð
�'�*�2 �2���/� �- �2���1� �(�*��� �'�$�)�"�Ú �2�$�/�# �����.���' �.�#� ���- �.�/�-� �.�. �ø���-���"�ù
��� �$�)�" �+�-�*�+�*�-�/�$�*�)���' �/�* �/�#� �.�,�0���-� �*�! �#�*�-�$�5�*�)�/���' �1� �'�*���ð
�$�/�4�Ù ���$�1� �) �/�#���/ �/�#�$�. �$�. �� �)�*�)�'�$�)� ���- �!�*�-���$�)�" �(� ���#���)�$�.�(�Ú
�!�-� �,�0� �)���4�ð��� �+� �)��� �)�/ � �3���$�/���/�$�*�) �*�! � �3�/� �)�.�$�*�)���' �2���1� �.
�����)�)�*�/ ��� �,�0���)�/�$�ž� �� �2�$�/�#�*�0�/ ��� �/���$�'� �� �(�*��� �'�$�)�" �*�! �/�#� 
���-�*���������)�� �2���1� �ž� �'���Ù ��� ��� �!� �- �/�#�$�. �/�* �!�0�/�0�-� �2�*�-�&�Ù
���)�*�/�#� �- �#�4�+�*�/�#� �.�$�. �$�. �/�#���/ �/�#� �#�*�-�$�5�*�)�/���' �.� �$�.�(�*�(� �ð
�/� �- ���*�(�+�*�)� �)�/�. ���-� �)�*�/ �*�)�'�4 �(� ���.�0�-�$�)�" �#�*�-�$�5�*�)�/���' ���$�.�ð
�+�'����� �(� �)�/�.�Ú ���0�/ ���'�.�* �$�)���'�0��� ���*�)�/�-�$���0�/�$�*�)�. �!�-�*�( �/�$�'�/�Ù
���$�'�/ � �¡� ���/�. ���-� �(�*�.�/ �$�(�+�*�-�/���)�/ ���/ �'�*�2 �!�-� �,�0� �)���$� �.�Ú ���)��
�.�/�0���$� �. �*�! ���/�(�*�.�+�#� �-�$�� ���*�0�+�'�$�)�" �/�* �/�#� �.�*�'�$�� �����-�/�# �#���1� 
�$��� �)�/�$�ž� �� �/�$�'�/ ���. �$�(�+�*�-�/���)�/ �*�- � �1� �) ���*�(�$�)���)�/ ���/ �/�#� �!�-� �ð
�,�0� �)���$� �. �*�! �$�)�/� �-� �.�/ �/�* �0�. �ø���*���"� �-�.�Ú�¦�®�«�­�Ü�����)�$�(�*�/�* ���)��
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���� � ���������������	 �������
���
�� � ���3���$�/���/�$�*�) �*�! ���'� �3�0�-���' ���-���1�$�/�4 ���)�� ���3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �����1� �.

���$�"�0�-� �¼������ ���$�(�0�'���/�$�*�)�ÿ��� �-�$�1� �� �-� �!�'� ���/�$�*�) ���*� �D�$���$� �)�/ �����'�0� �� ���)�� �!�'� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �1� �-�/�$�����' �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �D�$���$� �)�/ ���4� �'�ÿ
�'�*�2�� �2�$�/�# �'�$�)� ���- �'�*�)�" �2���1� �'�$�(�$�/�. �!�*�- �/�#� �.�/� �+ ��� �+�/�# ���#���)�"� �+�-�*���'� �( ���-� �� ���)�� �+�0�-�+�'� ���é ������ ���$���"�-���( �$�'�'�0�.�/�-���/�$�)�" � �3�/� �)�.�$�*�)���'
�
���(�� �2���1� � �3���$�/���/�$�*�) ���4 �+�-� �.�.�0�-� ���#���)�"� �. � �3� �-�/� �� �*�) �/�#� �$��� �.�#� �'�! �!����� ���4 �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�é ���� ���)�� ���� ���$�(�0�'���/�$�*�)�ÿ��� �-�$�1� ��
� �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �#�*�-�$�5�*�)�/���' �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �D�$���$� �)�/ ���"�-� � �)���ê �/�#� ���)���'�4�/�$�����' �+�-� ���$���/�$�*�) �!�*�- �/�#� �/�-���)�.�(�$�/�/� �� � �3�/� �)�.�$�*�)���'
�2���1� �"�$�1� �) �$�) � �,�0���/�$�*�) ���¹�¶�� �����'�����& �����.�#� �����ê ���)�� ���)�� �!�'� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �/�$�'�/ ���*�)�/�-�$���0�/�$�*�) �/�* �#�*�-�$�5�*�)�/���' �.� �$�.�(�*�(� �/� �- �(� ���ÿ
�.�0�-� �(� �)�/�. �"�$�1� �) ���4 � �,�0���/�$�*�) ���¹� �̧� ���(���"� �)�/�����é

�����)�" �Ú�§�¥�¦�­�ù�Ù
���* � �3�+�'�*�-� �/�#�$�. �+�*�.�.�$���$�'�$�/�4�Ú �2� �!�*�'�'�*�2���*���"� �-�. �ø�¦�®�«�­�ù

���4 �����'���0�'���/�$�)�" �/�#� �/�$�'�/ ���*�)�/�-�$���0�/�$�*�) �/�* �#�*�-�$�5�*�)�/���' �.� �$�.�ð
�(�*�(� �/� �- �(� ���.�0�-� �(� �)�/�. ���.
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�2�#� �-� �/�#� �.�0���.���-�$�+�/h ��� �)�*�/� �. �/�#� �.� �$�.�(�*�(� �/� �- �#�*�-�$�ð
�5�*�)�/���' ���*�(�+�*�)� �)�/ ���)��̂w �$�. �/�#� �1� �-�/�$�����' ���$�.�+�'����� �(� �)�/ �*�!
�/�#� �.�0�-�!����� �$�) �/�#� �!�-� �,�0� �)���4 ���*�(���$�)�Ù ���#� �ž�)���' � �3�+�-� �.�ð
�.�$�*�) �!�*�'�'�*�2�. ���4 ���.�.�0�(�$�)�"eikx ��� �+� �)��� �)��� �*�! �/�#� �+�-�*�+�ð
���"���/�$�)�" �2���1� �Ú �2�#� �-� k �$�. �/�#� �2���1� �)�0�(��� �- �!�*�- �� �"�$�1� �)
�2���1� �(�*��� ���/ ���)�"�0�'���- �!�-� �,�0� �)���4! �Ù

��� �����'���0�'���/� �/�#� �/�$�'�/ ���*�)�/�-�$���0�/�$�*�) �!�-�*�( ���*�/�# � �3�/� �)�ð
�.�$�*�)���' �
���(�� ���)�� �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ú �/���&�$�)�"ŵ �!�-�*�(
�*�0�- �.�$�(�0�'���/�$�*�)�. ���. ��� �!�*�-� �Ú �2�#�$���# �2� �)�*�-�(���'�$�5� ���4 �/�#� 
���(�+�'�$�/�0��� �*�! �/�#� �$�)���$��� �)�/ �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4 �2���1� �Ù ��� 
�ž�)�� �/�#���/ �/�#� �/�$�'�/ ���*�)�/�-�$���0�/�$�*�) �!�-�*�( � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(��
�2���1� �. �$�. �)� �"�'�$�"�$���'� �$�) ���*�(�+���-�$�.�*�) �/�* �/�#� �����/�0���' �#�*�-�$�ð
�5�*�)�/���' ���$�.�+�'����� �(� �)�/�. �����-�-�$� �� ���4 �/�#� �.� �2���1� �.�Ù �
�) ���*�)�ð
�/�-���.�/�Ú �/�#� �/�$�'�/ ���*�)�/�-�$���0�/�$�*�) �!�-�*�( �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ú
�2�#�$���# �$�. �.�#�*�2�) �$�) ���$�"�0�-� �®���Ú���Ú �$�. �'���-�"� �- �/�#���) �/�#� �#�*�-�$�ð
�5�*�)�/���' � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� ���$�.�+�'����� �(� �)�/�. �*�1� �- �/�#� 

� �)�/�$�-� �!�-� �,�0� �)���4 �����)�� �*�! �*�0�- �.�/�0���4�Ù ���+� ���$�ž�����'�'�4�Ú �Ÿ� �3�ð
�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �/�$�'�/ �$�. ���) �*�-��� �- �*�! �(���"�)�$�/�0��� �'���-�"� �-
�/�#���) � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �#�*�-�$�5�*�)�/���'�. ���/ �!�-� �,�0� �)���$� �.
� �¥�Ù�¥�¥�¦ �	�5 ���#���-�����/� �-�$�5�$�)�" �/�#� �1� �-�4 �'�*�)�" �+� �-�$�*�� �����)���Ù
���#�$�. �-���/�$�* ��� ���-� ���.� �. �/�*�2���-�� �0�)�$�/�4 �$�) �/�#� �$�)�!�-���"�-���1�$�/�4
�2���1� �����)���Ù ���#�0�. �2� ���*�)���'�0��� �/�#���/ �#�*�-�$�5�*�)�/���' ���*�(�+�*�ð
�)� �)�/ �.� �$�.�(�*�(� �/� �-�. ���-� �+�-�$�(���-�$�'�4 �(� ���.�0�-�$�)�" �/�$�'�/ �!�-�*�(
�Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ú � �.�+� ���$���'�'�4 ���/ �'�*�2 �!�-� �,�0� �)���$� �. ��� �ð
�'�*�2 �¥�Ù�¥�¥�§�ª �	�5�Ù

�������$�/�$�*�)���' �!� ���/�0�-� �. �*�! �/�#� �.� �$�.�(�$�� �*���.� �-�1���/�$�*�)�. �.�0�+�ð
�+�*�-�/ �/�#�$�. �$��� ���Ù ���$�"�0�-� �® �*�!���#� �) � �/ ���'�Ù�ø�§�¥�¦�­�ù �+�-�*�1�$��� �.
���-�*�.�.�ð���*�-�-� �'���/�$�*�)�ð�����.� �� �.� �$�.�(�*�"�-���(�.�Ú �����)���+���.�.� �� �/�*
�¥�Ù�¥�¥�§�ð�¥�Ù�¥�¥�© �	�5�Ú �.�#�*�2�$�)�" �(�*�1� �ð�*�0�/ ���/ �/�#� �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�ð
�$�/�4 �2���1� �.�+� � �� �*�) ���*�/�# �1� �-�/�$�����' ���)�� �#�*�-�$�5�*�)�/���' ���*�(�+�*�ð
�)� �)�/�.�Ù ���#� ��� ���(�!�*�-�(�$�)�" ���$�.�+� �-�.�$�*�) ���)���'�4�.�$�. �$�) �/�#� �$�-
���$�"�0�-� �­ �.�#�*�2�. �'���-�"� �- �+�*�2� �- �*�) �/�#� �#�*�-�$�5�*�)�/���' ���*�(�ð
�+�*�)� �)�/ �/�#���) �/�#� �1� �-�/�$�����' ���*�(�+�*�)� �)�/ ���'�*�)�" �/�#� �Ÿ� �3�0�-���'
�"�-���1�$�/�4 �2���1� ���$�.�+� �-�.�$�*�) ���0�-�1� ���/ �!�-� �,�0� �)���$� �. �'� �.�. �/�#���)
�¥�Ù�¥�§ �	�5�Ù ���#�$�. �$�. �$�)���*�)�.�$�.�/� �)�/ �2�$�/�# �/�#� � �3�+� ���/� �� �#�*�-�$�5�*�)�ð
�/���' �/�* �1� �-�/�$�����' �-���/�$�* �!�*�- �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ú ���0�/ ���/ �'� ���.�/
�,�0���'�$�/���/�$�1� �'�4 ���*�)�.�$�.�/� �)�/ �2�$�/�# �*�0�- �-� �.�0�'�/�. �$�) ���$�"�0�-� �®�Ù

���* �!�0�-�/�#� �- �/� �.�/ �/�#� �/�$�'�/ �#�4�+�*�/�#� �.�$�.�Ú �2� �+� �-�!�*�-�( �� ���-�*�.�.�ð
�.�+� ���/�-�0�( ���)���'�4�.�$�. ���/ ���*�.�. �
��� ���#� �'�! �.�/���/�$�*�) �����¦�¥ �ø���$�"�ð
�0�-� �¦�¥���ù�Ù ���$�"�0�-� �¦�¥�� ���)�� �� �.�#�*�2�. ���*�#� �-� �)��� �Ú �)�*�-�(���'�ð
�$�5� �� ��� �/�2� � �) �¥ ���)�� �¦�Ú ��� �/�2� � �) �/�#� �/�2�* �#�*�-�$�5�*�)�/���' ���*�(�ð
�+�*�)� �)�/�. ���)�� �/�#� �1� �-�/�$�����' ���*�(�+�*�)� �)�/�Ù ���#� �#�$�"�# ���*�#� �-�ð
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�� � ���3���$�/���/�$�*�) �*�! ���'� �3�0�-���' ���-���1�$�/�4 ���)�� ���3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �����1� �.

� �)��� ��� �/�2� � �) �)�*�-�/�# ���)�� �1� �-�/�$�����' ���*�(�+�*�)� �)�/�.�Ú ���)�� �'�*�2
���*�#� �-� �)��� ��� �/�2� � �) � ���.�/ ���)�� �1� �-�/�$�����' ���*�(�+�*�)� �)�/�.�Ú �$�.
���*�)�.�$�.�/� �)�/ �2�$�/�# �/�#� �+�-�$�(���-�4 ���$�-� ���/�$�*�) �*�! �2���1� �+�-�*�+���"���ð
�/�$�*�) ��� �$�)�" �!�-�*�( �/�#� �)�*�-�/�# �ø�$��� �.�#� �'�! � ���"� �ù �/�* �/�#� �.�*�0�/�#�Ù
���#� �/�$�'�/ �(�*��� �' ���'�.�* �+�-� ���$���/�. �� �+�#���.� �.�#�$� �Ù ���0�- ���-�*�.�.�ð
�.�+� ���/�-�0�( ���)���'�4�.�$�. �0�.� �. �/�#� �*�+�+�*�.�$�/� �.�$�"�) ���*�)�1� �)�/�$�*�)
�!�*�- �/�$�(� ���*�0�-�$� �- �/�-���)�.�!�*�-�(�. ���. � �'�.� �2�#� �-� �$�) �*�0�- �.�/�0���4�Ú
�2�#�$���# �-� �1� �-�.� �. �/�#� �.�$�"�) �*�! � �,�0���/�$�*�) �ø�¹� �̧ù�Ù ��� � �- �������*�0�)�/�ð
�$�)�" �!�*�- �/�#�$�.�Ú �/�#� �+�-� ���$���/� �� �+�#���.� �$�.�= 2�Ú �2�#�$���# �$�. ���*�)�.�$�.�ð
�/� �)�/ �2�$�/�# �/�#� �����/�� ��� �'�*�2 �¥�Ù�¥�§ �	�5 �ø���$�"�0�-� �¦�¥���ù�Ù ���#� �-� �ð
�!�*�-� �2� ���*�)���'�0��� �/�#���/ �/�$�'�/ �!�-�*�( �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.
�+�-�*�+���"���/�$�)�" ���2���4 �!�-�*�( �/�#� �$��� �.�#� �'�! � ���"� �+�-�*�1�$��� �. �� �.�$�"�ð
�)�$�ž�����)�/ ���*�)�/�-�$���0�/�$�*�) �/�* �/�#� �)�*�-�/�#�ð�.�*�0�/�# �#�*�-�$�5�*�)�/���' �.� �$�.�ð
�(�*�(� �/� �- �(� ���.�0�-� �(� �)�/�. ���/ �/�#� �.� �'�*�2 �!�-� �,�0� �)���$� �.�Ù

�¹ ���*�)���'�0�.�$�*�)

�
�) �/�#�$�. �2�*�-�& �2� �#���1� �(�*��� �'� �� �/�#� �2���1� �-� �.�+�*�)�.� �*�! �/�#� 
�$��� �.�#� �'�! ���)�� �.�0���ð�.�#� �'�! �*��� ���) �����1�$�/�4 �/�* �� �.�0�-�!����� �"�-���1�$�/�4
�2���1� �/�#���/ �$�. �$�)���$��� �)�/ �!�-�*�( �*�+� �) �2���/� �-�Ù ���#�$�. �2���. ���*�)� 
�0�.�$�)�" �� ��� �+�/�#�ð�-� �.�*�'�1� �� �§�� �1� �-�/�$�����' ���-�*�.�.�ð�.� ���/�$�*�) �(�*��� �'�Ú
�������*�0�)�/�$�)�" �!�*�- �!�0�'�' � �'���.�/�*���4�)���(�$���. �*�! �/�#� �$��� �.�#� �'�!�Ú �$�)
���*�)�/�-���.�/ �/�* �(�*�.�/ �+�-�$�*�- �2�*�-�& �/�#���/ �0�/�$�'�$�5� �. �� ��� �)���$�)�" �+�'���/� 
�(�*��� �' �!�*�- �/�#� �.�#� �'�!�Ù ��� � �3�/�-�����/ �!�-� �,�0� �)���4�ð��� �+� �)��� �)�/
�-� �Ÿ� ���/�$�*�) ���)�� �/�-���)�.�(�$�.�.�$�*�) ���*� �¢���$� �)�/�. �!�-�*�( �*�0�- �/�$�(� �ð
���*�(���$�) �.�$�(�0�'���/�$�*�) �-� �.�0�'�/�.�Ú �$�) �+���-�/�$���0�'���- �!�*���0�.�$�)�" �*�)
�/�#� ���(�+�'�$�/�0��� �*�! �/�-���)�.�(�$�/�/� �� �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 ���)�� � �3�ð
�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �.�Ù ���#� �$�)���$��� �)�/ �2���1� �. �����0�.� �+�-� �.�ð
�.�0�-� ���#���)�"� �. �$�) �/�#� �2���/� �- ���*�'�0�(�) ���/ �/�#� �$��� �.�#� �'�! � ���"� �Ú
�+�-�*���0���$�)�" �� �/�$�(� �ð�1���-�4�$�)�" �#�*�-�$�5�*�)�/���' �!�*�-��� �*�) �/�#� �.�0���ð
�(� �-�"� �� �+�*�-�/�$�*�) �*�! �/�#� �$��� �.�#� �'�! � ���"� �Ú �2�#�$���# � �3���$�/� �. � �3�ð
�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �.�Ù �� �,�0���)�/�$�/���/�$�1� �1� �-�.�$�*�) �*�! �/�#�$�.
�/�#� �*�-�4 �.�#�*�2�. � �3��� �'�'� �)�/ ���"�-� � �(� �)�/ �2�$�/�# �*�0�- �.�$�(�0�'���/�$�*�)
�-� �.�0�'�/�.�Ù

���0�- �(�*��� �' ���'�.�* �+�-�*�1�$��� �. �� �+�-� ���$���/�$�*�) �*�! �/�#� �#�*�-�$�5�*�)�ð
�/���' ���)�� �1� �-�/�$�����' ���$�.�+�'����� �(� �)�/�. �*�! �/�#� �$��� �.�#� �'�! �.�0�-�!����� �Ú
�2�#�$���# ���-� �+�-�$�(���-�$�'�4 ���*�)�/�-�*�'�'� �� ���4 � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(��
�2���1� �. ���)�� �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ú �-� �.�+� ���/�$�1� �'�4�Ù ���#� �1� �-�ð
�/�$�����' �$�. �+�-� ���$���/� �� �/�* � �3��� � �� �/�#� �#�*�-�$�5�*�)�/���' ���/ �!�-� �,�0� �)���$� �.
�"�-� ���/� �- �/�#���)� �¥�Ù�¥�¥�¦ �	�5�Ú �2�#�$���# �$�. �)�*�/ �.� � �) �$�) �.� �$�.�(�$��
�����/�� �!�-�*�( �/�#� ���*�.�. �
��� ���#� �'�! �ø���-�*�(�$�-�.�&�$ � �/ ���'�Ù�Ú�§�¥�¦�¬�Ü���#� �)
� �/ ���'�Ù�Ú�§�¥�¦�­�ù�Ù ��� ���/�/�-�$���0�/� �/�#�$�. ���$�.���-� �+���)���4 �/�* �/�#� � �3�ð
�+�-� �.�.�$�*�) �*�! �/�$�'�/ �!�-�*�( �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �. �*�) �/�#� �#�*�-�$�ð
�5�*�)�/���' �.� �$�.�(�*�(� �/� �- ���*�(�+�*�)� �)�/�.�Ú �2�#�$���# �*�0�- �(�*��� �' �+�-� �ð
���$���/�. �2�$�'�' ��� �'���-�"� �- �/�#���) � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �#�*�-�$�ð
�5�*�)�/���' ���$�.�+�'����� �(� �)�/�. ���/ �!�-� �,�0� �)���$� �. �$�) �/�#� �$�)�!�-���"�-���1�$�/�4
�2���1� �����)�� ���)�� �'�*�2� �-�Ù ��� �1���'�$�����/� �/�#�$�. �#�4�+�*�/�#� �.�$�. ���4
���-�*�.�.�ð�.�+� ���/�-�0�( ���)���'�4�.�$�. �*�! �/�#� ���*�.�. �
��� ���#� �'�! �.� �$�.�(�$��
�����/���Ù ���#�$�. �-� �.�0�'�/ �$�(�+�'�$� �. �/�#���/ � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� 
���(�+�'�$�/�0��� �. ���-� �(�*�.�/ �'�$�&� �'�4 �.�(���'�'� �- �/�#���) �+�-� �1�$�*�0�. �.�/�0���ð
�$� �. �#���1� �.�0�"�"� �.�/� ���Ù ���0�- �(�*��� �'�$�)�" �.�0�"�"� �.�/�. �/�#���/ �.�/�-� �.�.� �.
�$�(�+���-�/� �� �/�* �/�#� �$��� �.�#� �'�! ���4 �$�)���$��� �)�/ �*��� ���) �2���1� �. ���-� 
�+�-�$�(���-�$�'�4 �����-�-�$� �� ���4 �Ÿ� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4 �2���1� �.�Ù ���1� �) �$�! �/�#� �4
�+�'���4 �� �.�(���'�'� �- �-�*�'� �$�) �!�-�����/�0�-� �+�-�*��� �.�.� �. �/�#���) �+�-� �1�$�*�0�.
�/�#�*�0�"�#�/�Ú � �3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �2���1� �. ���-� �.�/�$�'�' �1���'�0�����'� �!�*�-
���*�)�.�/�-���$�)�$�)�" �/�#� � �'���.�/�$�� �+�-�*�+� �-�/�$� �. �*�! �$��� �ø���$� �5 � �/ ���'�Ù�Ú
�§�¥�¦�«�Ü���#� �) � �/ ���'�Ù�Ú�§�¥�¦�­�ù�Ù

���0�/�0�-� � �3�/� �)�.�$�*�)�. �*�! �/�#�$�. �2�*�-�& ���-� �-� �,�0�$�-� �� �/�* � �3�+�'�*�-� 
�(�*�-� �-� ���'�$�.�/�$�� �"� �*�(� �/�-�$� �.�Ú �ž�)�$�/� �ð�'� �)�"�/�# �$��� �.�#� �'�1� �. ���)��
�$�)�/� �-�����/�$�*�) �2�$�/�# �"�-�*�0�)��� �� �$��� �Ú ���)�� �/�#� � �3�/� �)�.�$�*�) �!�-�*�(
�§�� �/�* �¨�� �2�$�/�# �*���'�$�,�0� �'�4 �$�)���$��� �)�/ �2���1� �.�Ù ���*�)� �/�#� �'� �.�.�Ú
�*�0�- �2�*�-�& �+�-�*�1�$��� �. ���) �$�(�+�*�-�/���)�/ �����1���)��� �$�) �0�)��� �-�.�/���)���ð

�$�)�" �/�#� �2���1� �-� �.�+�*�)�.� �*�! �$��� �.�#� �'�1� �. �/�* �$�)���$��� �)�/ �*��� ���)
�2���1� �.�Ú �� �+�-�*���'� �( �-� ��� �$�1�$�)�" �"�-�*�2�$�)�" ���/�/� �)�/�$�*�) ���0� �/�* �/�#� 
�+�*�.�.�$���'� �-�*�'� �*�! �2���1� �ð�$�)���0��� �� �.�/�-� �.�.� �. �$�) �!�-�����/�0�-� ���)��
�����'�1�$�)�"�Ù

�����&�)�*�2�'� ���"� �(� �)�/�.

���#�$�. �2�*�-�& �2���. �.�0�+�+�*�-�/� �� ���4 �/�#� �����/�$�*�)���' �����$� �)��� 
���*�0�)�����/�$�*�) �ø�������ð�¦�¬�©�©�¬�ª�®�ù�Ù ��� �/�#���)�& ���-���� �
�$�+�*�1�.�&�4
�!�*�- �+�*�$�)�/�$�)�" �*�0�/ �/�#� �+�*�.�.�$���'� �$�(�+�*�-�/���)��� �*�! �/�$�'�/�Ù ��� 
���'�.�* �/�#���)�& �#���)���'�$�)�" � ���$�/�*�- �����0�'�� ���*� �'� �(� �$�%� �- ���)��
�/�2�* ���)�*�)�4�(�*�0�. �-� �1�$� �2� �-�. �!�*�- �/�#� �$�- �$�)�.�$�"�#�/�!�0�' �.�0�"�"� �.�ð
�/�$�*�)�.�Ù �
�Ù���Ù���Ù �2���. �.�0�+�+�*�-�/� �� ���4 �����/�$�*�)���' �����$� �)��� ���*�0�)�ð
�����/�$�*�) ���-�����0���/� ��� �.� ���-���# ��� �'�'�*�2�.�#�$�+ �������ð�¦�«�ª�«�ª�¦�­�Ú
���/���)�!�*�-���ç�. ���)�#���)���$�)�" ���$�1� �-�.�$�/�4 �$�) ���-�����0���/� �����0�����/�$�*�)
�ø���������ù ���*���/�*�-���' ��� �'�'�*�2�.�#�$�+ ���-�*�"�-���( ���)�� ���$�1� �-�.�$�!�4�ð
�$�)�" ��������� �(�$���Ú ���)�� ��� ���-�0�$�/�$�)�" ���3��� �'�'� �)��� �ø���������ù ���*���ð
�/�*�-���' ��� �'�'�*�2�.�#�$�+ ���-�*�"�-���(�Ù ���Ù���Ù���Ù �2���. �.�0�+�+�*�-�/� �� ���4 �����ð
�/�$�*�)���' �����$� �)��� ���*�0�)�����/�$�*�) �������ð�¦�­�ª�§�¥�§�§ �/�#�-�*�0�"�# ���/���)�ð
�!�*�-���ç�. ���0�(�(� �- ���)��� �-�"�-�����0���/� ��� �.� ���-���# �$�) ��� �*�.���$� �)��� 
���)�� ���)�"�$�)� � �-�$�)�" �ø�����������ù ���-�*�"�-���(�Ù

�����/�� ���)�� ���*��� ���1���$�'�����$�'�$�/�4

���0�(� �-�$�����' �.�$�(�0�'���/�$�*�)�. �2� �-� �+� �-�!�*�-�(� �� �0�.�$�)�"
���������� �ø �#�/�/�+�.�ë�������$�/���0���&� �/:�*�-�"��� �-�$���(���0�)�#���(���!���(���+�ù�Ù
���$�(�0�'���/�$�*�) �$�)�+�0�/ �ž�'� �. ���-� �-� �.�0�'�/�. ���-� ���1���$�'�����'� ���/
�����
�Û�¦�¥�Ù�§�ª�¬�©�¥���,�4�¥�¥�¦���/�¬�©�«�¨ �ø�#�/�/�+�.�ë�����+�0�-�':�.�/���)�!�*�-��:� ���0��
�,�4�³�³�´���/�º�·�¹�¶�ù�Ù ���#� ���*�.�. �
��� ���#� �'�! �.� �$�.�(�$�� �����/�� ���-� ���1���$�'�ð
�����'� �/�#�-�*�0�"�# �/�#� �
�)���*�-�+�*�-���/� �� ��� �.� ���-���# �
�)�.�/�$�/�0�/�$�*�)�.
�!�*�- ��� �$�.�(�*�'�*�"�4 �����/�� �����)���"� �(� �)�/ ��� �)�/� �- �ø�
���
���ð�������ù
�0�)��� �- ���*�.�. �
��� ���#� �'�! �ø���
���ù ���)�� �����
�� �)� �/�2�*�-�& ���*��� ���	�Ù
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�����#� �)�������#�ê ���é ���é�����1� �+�-�*�+���"���/�$�*�) �$�) � �'���.�/�$�� �.�*�'�$���.�é ���'�.� �1�$� �-�ê �´�¼�º�¶�é

�����#� �)�������#�ê ���é ���é��� ���$�+�-�*���$�/�4 �$�) � �'���.�/�*���4�)���(�$���.�é �����(���-�$���"� ���)�$�ÿ
�1� �-�.�$�/�4 ���-� �.�.�ê �µ�³�³�¶�é

���&�$�ê ���é ���)�� ���$���#���-���.�ê ���é���0���)�/�$�/���/�$�1� ��� �$�.�(�*�'�*�"�4�é ��� �*�'�*�"�4 ��� �$�.�(�*�'�ÿ
�*�"�4�é ���)�$�1� �-�.�$�/�4 �����$� �)��� ���*�*�&�.�ê �µ�³�³�µ�é

���.�/� �-�ê ���é ���é�ê �
�$�+�*�1�.�&�4�ê ���é ���é�ê ���*�'� �ê �	�é ���é�ê ���-�*�(�$�-�.�&�$�ê ���é ���é�ê ��� �-�.�/�*�G�ê
���é�ê ���4���'����� �ê ���é�ê ���$� �)�.�ê ���é ���é�ê ���)�� ���/� �+�#� �)�ê ���é ���2� �'�'�ÿ�/�-�$�"�"� �-� ��
�.� �$�.�(�$���$�/�4 ���/ �/�#� �)� ���-�ÿ�!�-�*�)�/ �����(���"� �5�*�)� �*�! �/�#� ���*�.�. �
��� ���#� �'�!�é
��� �$�.�(�*�'�*�"�$�����' ��� �.� ���-���# �
� �/�/� �-�.�ê �¼�µ���¸���ë�µ�º�¹�»���µ�º�¼�µ�ê �µ�³�µ�´�é ���*�$�ë
�#�/�/�+�.�ë�������*�$�é�*�-�"���´�³�é�´�º�»�¸���³�µ�µ�³�µ�³�³�·�º�»�é

�����)�2� �'�'�ê ���é ���é�ê ���������4� ���'�ê ���é ���é�ê ���)�� ��� �-�"�$� �)�&�*�ê ���é ���é ���-� ���&�0�+
�*�! �/�#� �
���-�.� �) �� �
��� ���#� �'�! �/�-�$�"�"� �-� �� ���4 ���#���$�) �-� �����/�$�*�) ���-���$�)���"� 
�*�! �.�0�+�-���"�'�����$���' �'���&� �.�é��� �*�+�#�4�.�$�����' ��� �.� ���-���# �
� �/�/� �-�.�ê �·�³���µ�µ���ë
�¸�»�º�µ���¸�»�º�¹�ê �µ�³�´�¶�é ���*�$�ë�#�/�/�+�.�ë�������*�$�é�*�-�"���´�³�é�´�³�³�µ���µ�³�´�¶���
�³�¸�º�¹�¼�·�é

�����)�2� �'�'�ê ���é ���é�ê ���$�'�'�$�.�ê �
�é ���é�ê ���������*�)���'���ê ���é ���é�ê ���*�*���.� �'�'�ê ���é�ê �����4� �-�ê
���é ���é�ê ���*�2� �'�'�ê ���é�ê ���)�� ���������4� ���'�ê ���é ���é �����'�1�$�)�" ���)�� �-�$�G�$�)�" �*�) �/�#� 
�������0�-���* �$��� �.�#� �'�!�ê ���)�/���-���/�$�����é���)�)���'�. �*�! ���'�����$�*�'�*�"�4�ê �¸�»���º�¸�+�/�´���ë
�º�»���»�º�ê �µ�³�´�º�é ���*�$�ë�#�/�/�+�.�ë�������*�$�é�*�-�"���´�³�é�´�³�´�º�����*�"�é�µ�³�´�º�é�´�µ�é

���$�*�/�ê ���é ���é ���#� �$�)�/� �-�����/�$�*�) �*�! �����4�'� �$�"�# ���)�� ���/�*�)� �'� �4 �2���1� �. �$�)
�/�#� �*��� ���) ���*�/�/�*�(�é���0�'�'� �/�$�) �*�! �/�#� ��� �$�.�(�*�'�*�"�$�����' ���*���$� �/�4 �*�!
���(� �-�$�����ê �·�µ���´���ë�»�´���¼�¶�ê �´�¼�¸�µ�é ���*�$�ë�#�/�/�+�.�ë�������*�$�é�*�-�"���´�³�é�´�º�»�¸�����ÿ
�������³�·�µ�³�³�´�³�³�»�´�é

���-�*�(�$�-�.�&�$�ê ���é ���é�ê ��� �-�"�$� �)�&�*�ê ���é ���é�ê ���)�� ���������4� ���'�ê ���é ���é ���-���)�.�*��� ���)�$��
�$�)�!�-���"�-���1�$�/�4 �2���1� �. �$�(�+�����/�$�)�" ���)�/���-���/�$�� �$��� �.�#� �'�1� �.�é��� �*�ÿ
�+�#�4�.�$�����' ��� �.� ���-���# �
� �/�/� �-�.�ê �¶�º���µ���ê �µ�³�´�³�é ���*�$�ë�#�/�/�+�.�ë�����ÿ
���*�$�é�*�-�"���´�³�é�´�³�µ�¼���µ�³�³�¼���
�³�·�´�·�»�»�é
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�� � ���3���$�/���/�$�*�) �*�! ���'� �3�0�-���' ���-���1�$�/�4 ���)�� ���3�/� �)�.�$�*�)���' �
���(�� �����1� �.

���$�"�0�-� �´�³������ ���*�.�. �
��� ���#� �'�! �.� �$�.�(�$�� ���-�-���4�ê �2�$�/�# �*�+� �) �2���/� �- �/�* �/�#� �)�*�-�/�# ���/�*�+���é ���#� �$��� �.�#� �'�! � ���"� ���)�� �"�-�*�0�)���$�)�" �5�*�)� ���-� 
�.�#�*�2�) ���. ���'�0� ���)�� �-� �� ���0�-�1� �.�é ���-�*�.�.�ÿ�.�+� ���/�-�0�( ���)���'�4�.�$�. �.�#�*�2�) �$�) �*�/�#� �- �+���)� �'�. �$�. �!�*�- �.�/���/�$�*�) �����´�³�é ������ ���*�#� �-� �)��� ��� �/�2� � �)
�)�*�-�/�# ���
�	���� ���)�� �1� �-�/�$�����' ���
�	���� ���*�(�+�*�)� �)�/�.�é ������ ���*�#� �-� �)��� ��� �/�2� � �) � ���.�/ ���
�	���� ���)�� �1� �-�/�$�����' ���
�	���� ���*�(�+�*�)� �)�/�.�é ������ ���#���.� 
��� �/�2� � �) �)�*�-�/�# ���
�	���� ���)�� �1� �-�/�$�����' ���
�	���� ���*�(�+�*�)� �)�/�.�ê �.�#�*�2�$�)�" ���"�-� � �(� �)�/ �2�$�/�# �/�#� �+�-� ���$���/� ���= 2 �+�#���.� �!�*�- �!�'� �3�0�-���' �"�-���1�$�/�4
�2���1� �/�$�'�/ ���*�(�$�)���/�$�)�" �/�#� �.� �$�.�(�*�(� �/� �- �#�*�-�$�5�*�)�/���' �-� ���*�-���. ���/ �!�-� �,�0� �)���$� �. �'� �.�. �/�#���) �³�é�³�µ �	�5�é

���-�*�(�$�-�.�&�$�ê ���é ���é�ê ���#� �)�ê ���é�ê ���/� �+�#� �)�ê ���é ���é�ê ��� �-�.�/�*�G�ê ���é�ê ���-�����.�ê ���é�ê
���$� �5�ê ���é�ê ���.�/� �-�ê ���é ���é�ê ���$� �)�.�ê ���é ���é�ê ���)�� ���4���'����� �ê ���é ���.�0�)���(�$
���)�� �$�)�!�-���"�-���1�$�/�4 �2���1� �. �$�(�+�����/�$�)�" ���)�/���-���/�$�� �$��� �.�#� �'�1� �.�é���*�0�-�)���'
�*�! ��� �*�+�#�4�.�$�����' ��� �.� ���-���#�ë ����� ���)�.�ê �´�µ�µ���º���ë�¸�º�»�¹���¸�»�³�´�ê �µ�³�´�º�é ���*�$�ë
�#�/�/�+�.�ë�������*�$�é�*�-�"���´�³�é�´�³�³�µ���µ�³�´�º�����³�´�µ�¼�´�¶�é

���-�*�(�2�$���#�ê ���é �	�é ���)�� ���$���*�'���.�ê ���é ���é �
��� �ÿ�.�#� � �/ �0�)��� �-�/���$�)�/�4�é�����/�0�-� 
��� �*�.���$� �)��� �ê �¶���¼���ë�¸�¼�¹���¸�¼�º�ê �µ�³�´�³�é ���*�$�ë�#�/�/�+�.�ë�������*�$�é�*�-�"���´�³�é�´�³�¶�»���)�ÿ
�"� �*�¼�·�¹�é

���-�0�)�/�ê ���é ���é�ê ���&���'�ê ���é ���é�ê ���)�� ���������������
�ê ���é ���é ���)�/���-���/�$�� �$��� �ÿ
�.�#� �'�! �����'�1�$�)�" �/�-�$�"�"� �-� �� ���4 �/�#� �	�*�)�.�#�0 �������+���)�� � ���-�/�#�,�0���&� ���)��
�/�.�0�)���(�$�ê �����-���# �µ�³�´�´�é���*�0�-�)���' �*�! ���'�����$�*�'�*�"�4�ê �¸�º���µ�³�¸���ë�º�»�¸���º�»�»�ê
�µ�³�´�´�é ���*�$�ë�����
�ë �#�/�/�+�.�ë�������*�$�é�*�-�"���´�³�é�¶�´�»�¼���³�³�µ�µ�´�·�¶�´�´�º�¼�»�³�·�¶�¹�»�´�é

���#� �)�ê ���é�ê ���-�*�(�$�-�.�&�$�ê ���é ���é�ê ��� �-�.�/�*�G�ê ���é�ê ���/� �+�#� �)�ê ���é ���é�ê ���$� �)�.�ê
���é ���é�ê ���.�/� �-�ê ���é ���é�ê ���)�� ���4���'����� �ê ���é ���é ����� ���)�ÿ� �3���$�/� �� �+�'���/� 
�2���1� �. �$�) �/�#� ���*�.�. ���)�� ���$�)� �
�.�'���)�� ���'�����$� �- �$��� �.�#� �'�1� �.�é���*�0�-�ÿ
�)���' �*�! ���'�����$�*�'�*�"�4�ê �¹�·���µ�·�º���ë�º�¶�³���º�·�·�ê �µ�³�´�»�é ���*�$�ë�#�/�/�+�.�ë�����ÿ
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���#� �)�ê ���é�ê ���-�*�(�$�-�.�&�$�ê ���é�ê ��� �-�.�/�*�G�ê ���é�ê ���/� �+�#� �)�ê ���é�ê �
� � �ê ���é ���é�ê ���0�)�ê ���é�ê
���'�$�)�"� �-�ê ���é�ê ���.�/� �-�ê ���é�ê ���$� �)�.�ê ���é�ê ���)�� ���4���'����� �ê ���é ���*�.�. �
��� ���#� �'�!
�$��� �,�0���&� �. ���.�.�*���$���/� �� �2�$�/�# �*��� ���) �"�-���1�$�/�4 �2���1� �����/�$�1�$�/�4�é��� �*�ÿ
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���é�ê �����$�ê ���é�ê ���4���'����� �ê ���é�ê ���)�� ���$� �)�.�ê ���é �
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